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AVVERTEiSZA 


Questo  libro,  salvo  qualche  lieve  aggiunta,  con- 
tiene le  mie  lezioni  di  Calcolo. 

La  distribuzione  della  materia  ò  quella  da  me 
adottata  nella  scuola  da  oltre  quattordici  anni. 

Non  occorre  che  io  giustifìcld  tale  distribuzione 
nel  riguardo  scientifico.  Presso  chi  voglia  leggere  e 
riflettere  essa  si  giustifica  da  se,  tanto  naturale  ap- 
pare la  concatenazione  e  la  mutua  dipendenza  dei 
varii  argomenti. 

D'  altronde  il  concetto  di  non  fare  una  separa- 
zione netta  tra  il  differenziale  e  l' integrale  ò  tut- 
t'  altro  che  nuovo,  e  in  questo  libro  può  esser  solo 
il  caso  di  qualche  novità  di  particolari. 

Mio  è  r  esperimento  fattone  nella  scuola:  giac- 
che, eh'  io  sappia,  nessun  altro  professore  delle  no- 
stre Università  prima  di  me,  almeno  in  questi  ultimi 
tempi,  lo  ha  tentato. 

Ora,  la  ripetuta  esperienza  mi  ha  pienamente 
persuaso  dell'  efficacia  del  metodo  nell'aspetto  didat- 
tico :  e  qui  sta  la  ragione  del  libro. 

Difficilmente,  per  altra  via,  si  potrà  nella  scuola 
dare,  in  egual  tempo  e  con  perfetto  rigore,  altret- 
tante idee  generali  e  corredarle  delle  opportune  appli- 
cazioni :  e  accenno  appena  al  vantaggio  di  una  più 
lun.f>a  làmiuiiarità   col  concetto  dì   intrmal.v  ni  ìli-si- 
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ma,  anzi  essenziale,  per  olii  si  avvia  all'  ingegneria 
e  tralascia,  dopo  il  secondo  anno^  ogni  altro  studio  di 
Calcolo. 

Ma  meglio,  di  ciò,  giudicherà  il  Lettore. 

Questa  prima  parte  contiene  il  Calcolo  Infinite- 
simale per  le  funzioni  di  una  variabile. 

La  seconda  parte  tratterà  gli  argomenti  analo- 
ghi, nell'ordine  press'  a  poco  analogo,  per  le  funzioni 
di  due  o  più  variabili. 

Un  secondo  volume  conterrà  le  applicazioni  geo- 
metriche per  le  quali  qui  sono  posti  solo  alcuni  con- 
cetti fondamentali  :  le  equazioni  differenziali  e  il  cal- 
colo delle  variazioni. 

Debbo  ringraziare  il  prof.  Carlo  Beverini  del- 
l' Istituto  tecnico  di  Spezia  per  la  diligenza  con  la 
quale  mi  lia  aiutato  nella  revisione  delle  bozze. 

/  libri,    (lei  quali  mi  nono  giovato^   sono  i/iielli  del 
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Cesare  Akzelà. 


Limiti.  — ■  Gruppi  di  uumeri. 


l.a)  Una  successione  illimitata  di  numeri  dicesi  ordinata 
quando  è  data  una  legge,  in  virtù  della  quale  i  numeri  che  la 
costituiscono  e  i  numeri  naturali 

1,     2,     'ó,     ....     4,     .... 

si  corrispondono  ciascuno  a  ciascuno. 

Una  .successione  cosiifatta,  la  indicheremo  scrivendo 

a'j ,      X,,,      ....     jj.^ ,     ....  ; 

jc.^  termine  generale  di  e.<sa. 

b)  Se  assegnato  a  piacere  un  numero  positivo  o  co- 
munque piccolo,  si  può  poi  sempre  trovare  nella  successione 
uno  dei  termini  che  sia,  esso  e  tutti  i  successivi,  in  valore  as- 
soluto inferiore  a  g  si  dirà  che  la  siiccessioite  tende  al  limite  zero. 

e)  Di  una  successione  ordinata 

*1  >        *i>        "^';i>         

si  dirà  che  tende  ad  un  limite  l    determinato   e  finito,  quando 
la  successione  delle  corrispondenti  ditìereuze 

tende  a  zero. 

d)  Ricordiamo  che  negli  clementi  dell'Algebra  è  stabi- 
lito il  principio:  se  sono  date  due  successioni 

1  j                                O/'j ,     u;^ ,     x^ ,      .... 
'•^)  y,»      l/-^     I/o      


AltZtl.A.  —  Voi.   1 
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tali  che  ])er  ogni  indice  u,  almeno  da  un  certo  punto  in  poi,  sia 

Un Vn  4- 1 

e  la  successione  delle  dijferenze 

Vi  —  ^'i  »  2/-.  —  ^'i  )    ■  •  •  •   y»  -  -^x  »  •  •  •  • 

tende  al  limite  zero,  esiste  certamente  un  numero  determinato  1,  che 
è  il  limite  comune  a  cui  quelle  successioni  convergono. 

Si  noti  che  dalle  ipotesi  qui  poste  deriva  che ,  almeno  da 
un  certo  indice  in  avanti,  deve  essere 

Viri  >  *'/n  • 

e)  Ciò  premesso  e  presu[)poste  note  le  jìroposizioni  fon- 
damentali della  teoria  dei  limiti,  dimostriamo  il  teorema  rela- 
tivo alla  condizione  per  l' esistenza  del  limite  in  una  successione 
ordinata  qualsiasi:  giacche  esso  è  nei  nostri  studi  di  continuo 
uso,  o  meglio,  ne  è  il  fondamento. 

La  condizione  necessaria  e  sujjìeiente  affinchè  una  successione 
ordinata 

1.)  et',  ,  J',, ,  a.'.,,  .... 

tenda  ad  un  limite  1  determinato  e  Jinito  e  die,  scelto  un  numero 
positivo  a  comunque  inccolo,  si  jjossa  poi  sempre  trovare  nella  suc- 
cessione un  termine  (v^,  tale  che  la  differenza  tra  esso  e  uno  qualunque 
a;,,  , ,.  dei  successivi,  resulti,  in  valore  assoluto,  minore  del  a  pre- 
fissato ;  e  ciò,  ben  inteso,  dee  verificarsi  per  ogni  o  ohe  si  vo- 
glia considerare. 

La  condizione  è  necessaria. 

Invero,  se  un  limite  l  per  la  successione  esiste,  vuol  dire 
che  la  successione  delle  differenze 

tende  a  zero:  opperò,  preso  a  piacere  il  detto  numero  a,  si 
troverà  che  queste  differenze,  da  una   in  poi,   p.  es.    a  partire 
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dalla  l  —  x,,,  sono  tutte  hi. valore  assoluto,  minori  di  f  :  e  os- 
servando che  è 

donde 

[-^'n  —  ^',.1  .]  £  \^v  —  ^]  -h  f^  —  x„^,\ 

si  conclude  che  è  pure 

[•«»,  —  ^,,  4  >•]  <  a 

qualunque  sia  ^-;„  +  ,.  successivo  ad  x-^^. 
La  condizione  è  sufficiente. 
Si  scelga  a  piacere  una  successione  di  numeri  positivi 

(3,  ,  a,,  G, ,  .... 

convergenti  a  zero:  soggetti  alla  sola  condizione  che  sia 

per  ogni  indice  [j. 

Se  la  condizione  espressa  nell'enunciato  e  dianzi  dimo- 
strata necessaria  è  soddisfatta,  si  troverà  nella  data  succes- 
sione 1)  un  termine  x,,^  tale  che  si  abbia 

a)  [^- -, ,  —  •'"-, ,  -I  ,  ]  •-  ^y 

e  a  più  forte  ragione 

[•'■..  — •''".  +  . J  ^^^i> 
ovvero 

—  4-5,  <.r„,  —  .f„n  r  <-4-j, 
e  anche 

.T„,  —  4-5,  <.r„,^,.  .,:.r,„  -h4G,  ; 

la  (piale  ci  significa  che  tutti  i  termini 

successivi  a  .'„,  sono  comprosi  fra  •'•„,  —  li,  •'  •'"„,  ^    l'',- 

Si  può  supporre,  se  vuoisi,  che  .r„,  sia  il  primo  formine 
della  successione,  sodisfacente  alla  condizione  a). 
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Similmente  si  troverà  nella  2)  un   termine  a;„^   successivo 
a  a:'„j  tale  ohe  sia 

in  modo  che,  con  ragionamento  analogo  a  quello  di  dianzi,  si 
deduce  che  tutti  i   termini 

sono  contenuti  fra 

a:;,,,  —  4c!,,  e  a;„,  +  4o, . 

Si  può  procedere  così  indefinitamente. 
Si  formeranno  due  successioni 

4)  a;,,,  —  4aj ,    x,,^_  —  4a, ,    x,^.^  —  4o,, ,  . . . . 

5)  .T,„  +  4^, ,    a:;,,^  +  4o„ ,    a;,,,^  +  4c!„  .... 

dello  (juali  facilmente  si   dimostra    che    sodisfauo   alle   condi- 
zioni (1,  d). 
Invero  è 

«^"•2  -  ^\  —  (^'"1  —  ^^i)  =  '^"2  —  -^""1  +  4  (o,  —  aj  : 
e 

o,  <,  O'",,^       ce,,,  •<  0,  : 
(juindi 

—  a,  +  4  (^,  —  a..)  <  «,,,  —  4^  —  K,  --  4^,)  <  o,  +  4  (a,  —  a,_) 

o  per  essere 

si  vede  che  è 

—  o,  +  4(o, —  0.^)  :•  0  . 

Si  avrà  dunque 

a?,,,  —  4^,  <  a^,,,  —  4^, 
e  in  modo  analogo 

a-,,.^  — 4^,  <a,'„^,  —  4-^, 

o  cosi  via  indefinitamente:  e  ciò  prova  che  la  4)  è   una  succes- 
sione crescente. 

Similmente  si  prova  che  la  5)  è  una  successione  decrescente. 
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Infine,  la  successione  delle  differenze 

«^n     8^^,     8x.,     ...., 

fra  i  termini  della  4)  e  quelli  della  5)  tende  a  zero. 

In  virtù  del  principio  (1,  rZ),  rimane  così  provato  che  le 
successioni  4;  e  5)  convergono  ad  un  limite  comune  /,  al  quale 
deve  di  necessità  convergere  anche  la  successione  proposta  1). 
Infatti,  assegnato  un  numero  s  piccolo  a  piacere,  si  trova  sem- 
pre uno  dei  numeri  a,  tale  che  sia 

in  modo  olio  i  termini  della  1) 

che  cadono  tutti  fra  a?„^  —  4-;^.  e  a?,,^,  +  4';^,  differiscono  da  /  i)er 
eccesso  o  per  difetto  per  meno  di  b. 

La  proposizione  è  così  pienamento  dimostrata. 

Osservazione.  — Nell'ipotesi  che  vi  sia  un  limite  per  la 
successione,  avendosi 


.0?, 


il  -i-p 


•"^ìì  +  r        ^>i  ~r  ■^,>         •'*',,  +  ;, 


donde 

K  +  r  ~  ^-.,+p]    £  k,  —  '-^n  f,]  +  k,  —  •'^^,  -i  ,,\ , 

si  vede  che,  scelto  il  t  a  piacere  e  l' n  corrispondente  come 
dianzi  è  detto,  si  avrà 

comunque  sieno  scelti  n  -\-  r  e  n  -j-  p- 

Viceversa  se,  preso  o  ad  arbitrio,  è,  sempre  verificata  una 
simile  condizione,  ciò  equivale  evidentemente  alla  condizione 
del  limite,  come  sopra  è  enunciata. 

La  (|uale  può  anche  essere  espressa  in  altro  modo. 

Si  consideri  la  differenza  x^,  — 35,,+,.  o  ponendo  in  essa  in 

posto  di  ?t  successivamente  «, ,  u, ,   numeri  indefinitamente 

crescenti,  e  in  luogo  di  r  dei  numeri  interi  positivi  (|ualuni|ne 
r, ,  r,,  ....,  si  formi  la  successione 


>) 


"1  +  ii  ) 
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se  la  successione 

£Cj ,       a?2  >       •*;,  J       •  •  •  • 

tende  ad  un  limite  ?,  certamente  la  ,3)  tende  a  zero  ;  viceversa  se 

ciò  è,  comunque  siano  scelti  i  numeri  crescenti  », ,  «,, e  gli 

altri  i\,  r,, ....  manifestamente  la  condizione  di  dianzi  è  sodisfatta. 
Si  può  dunque  dire:  condizione  mcessaria  e  sufficiente  affin- 
chè vnn  successione 

/yt  ^yt  tyt 

J.j    J  ■*',  }  «'^^  >  •  •  •  • 

sia  convergente,  è  che  converga  a  zero  la  differenza  x.,  — ^n+r  ^^ 
crescere  indefinito  di  n  e  indipendentemente  da  r,  che  può  essere 
un  intero  positivo  (jualsiasi,  anche  variabile  con  n. 
lì)    Una  snccessione  illimitata  di  numeri  jìositivi 

1)  .-«,  ,     », ,     .... 

sodisfacenti  per  ogni  indice  n  alle  condizioni 

a?„  <  A' 

A'  numero  fisso  finito,  tende  sicuramente  ad  un  limite  l  <K. 
Sia  £  un  numero  positivo  scelto  piccolo  a  piacere. 
Si  consideri  la  successione 

£,     2^,     33,     ....     [n  —  \)-,     n=,     ....; 

per  n  abbastanza  grande  si  avrà 

uì  >  A  ; 

dimodoché  i  numeri 

•x, ,    .  .Tj ,     —     a?., ,     — 

saranno  tutti  minori  di  m  e  potrà  anche  accadere  che  riman- 
gano tutti  inferiori  a  /?s  dove  è  jj  <  n. 

Se  2?  e  è  il  j)rimo  tra  i  multipli  di  p,  che  supera  tutti 
gli  a?  vi  saranno  dei  numeri  a;  che  superano  (p  —  1)£. 

Se  è  a7„j  uno  di  questi,  per  la  prima  delle  condizioni  im- 
poste ai  numeri  x,  tutti  i  successivi 

saranno  pure  maggiori  di  ('p  —  1)=;  e  rimane  cosi  provato  che 
tutti  i  termini 

^,n  ì      "^.n  + 1  j      . . .  •  j 
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cadono  fra  (j) — 1)^  e  pi;  epperò  si  ha 

[•'■„<— a^.i  +  rl  <  ^ 
((ualunque  sia  m  -|-  ''• 

Il  numero  r  essemlo  arbitrario,  questa  è  appunto  la  con- 
dizione del  limite. 

Se  poi  i  numeri  1)  soddisfano  alle  condizioni 

per  ogni   indice  »,  allora  sarà  anche 

£r„  >  K  >  o 

e  con  procedimento  analogo  si  dimostra  cìte  tendono  pure  ad  un 
limite  l  <K. 

Si  tolga  la  coudizione  che  i  numeri  1)  siano  tutti  positivi: 
dalla  condizione 

come  dall'  altra 

«,<  r!  ^„  f- , 

deriva  che,  almeno  da  un  certo  punto  in  poi,  abbiano  tutti 
un  medesimo  segno.  Nel  caso  che  siano  negativi ,  mutando 
il  segno  a  tutti,  la  successione  se  è  crescente,  si  trasforma  in 
una  decrescente  e  viceversa.  Poiché  per  questa,  per  la  j)ro- 
posizione  dimostrata,  vi  è  un  limite,  così  esso,  mutato  di  sereno 
sarà  pure  il  limite  della  successione  proposta. 

Riassumendo  si  dirà: 

Una  successione  illimitata  costantemente  non  decrescente,  ovrero 
costantemente  non  crescente,  se  rimane  contenuta  entro  numeri  finiti, 
tende  sempre  a  un  limite  determinato  e  Jinito. 

g)  Una  successione  ordinata  i  cui  termini  rimano-ono 
tutti  contenuti  fra  due  numeri  Uniti  può  dunque  non  tendere 
ad  alcun  limite  solo  quando  è,  come  suol  dirsi,  osciliante;  cioè 
quando  ad  un  gruppo  di  termini  ch«>  vanno  crescendo  succed»^ 
poi  in  essa  un  gruppo  di  termini  che  decrescono,  e  simile 
alternativa  si  verifica  indofinitamento. 

Ma  auclie  questo  jirocisamento  non  basta:  n/jinclii-  una  suc- 
cessioììf' 

.r,  ,     .r,,      r 
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manciù  di  limite  determinato  e  finito^  «  necessario  e  sufficiente  che 
esista  un  numero  positivo  i  tale  che,  per  or/ni  numero  intero  n,  si 
trovi  poi  sempre  un  filtro  intero  successivo  n  -f-  1^  j^e^  quale  si  ha 


Invero,  il  negare  l'esistenza  di  nn  sifìTatto  numero  ='  equi- 
vale a  dire  che,  preso  nn  numero  ijualsivoglia  positivo  s  e  un 
intero  quahnKjue  «,  non  esiste  semjjre  un  numero  intero  suc- 
cessivo )i  -f-  7>  pel  quale  sia 

K— «„  +  ,,!>  e: 

e  cosi  vi  è  sicuramente  almeno  un  intero  v  tale  die    per  ogni 
intero  successivo  n -\- j^  ^^  ^*  invece 

il  che  trae  con  sé  l'esistenza  dt^l  limite. 
La  successione  dei  valori 


■■(-:,) 


(-1) 

al  crescere  di  n  per  valori  interi  non  tende  ad  alcun  limite: 
oscilla  da  —  1   a  -|-  1- 

A;)  E  anche  da  notarsi  esplicitamente  che  il  limite  /  può 
benissimo  essere  uno  dei  termini  della  successione:  giacché 
questo  fatto  non  contraddice  alla  definizione  di  successione 
convergente  ad  nn  limite:  in  tale  definizione  essendo  solo  ri- 
chiesto che,  assegnato  il  solito  i,  le  diilerenze 

l  —  .r, ,     l  —  a?^, ,     ....     /  —  a?,, ,     .... 

da  uno  in  poi  sieno  tutte,  in  valore  assoluto,  minori  di  i:  e 
se  qualcuna  è  nulla,  (lessa  è  ben  minore  di  un  a  comunque 
piccolo. 

Ad  es.,  la  successione  dei  valori  che  va  assumendo  l'espres- 
sione 

1 +  (-!)" 
n 

quando  ad  u  si  danno  successivamente  i  valori  1,  2,  3,  è 

oscillante  e  tonde,  come  subito  si  vede,  al  limite  zero,  che 
comparisce,  infinito  volte,  nella  successione  medesima. 


LIMITI    —    GRUPPI    DI     N(  MKKI  9 


l)  Se,    assegnato  nn    iimnoro  positivo  .1    graiKif^  a  pia- 
cere, nella  successione 


si  trova  un  termine  a?,  che  sia,  esso  e  tutti  i  successivi,  mag- 
giore di  yl,  si  dirà  che  la  successione  tende  dal  limite  -f-  j.  . 

Se,  assegnato  un  numero  negativo  —  yl,  grande  quanto 
vuoisi  in  valore  assoluto,  sempre  si  trova  nella  succession'-  iiu 
termine  i:^^  che  sia  esso  e  tutti  i  successivi  inferiore  ad  ^1,  si 
dirà  che  la  successione  tende  dal  limite  — co. 

E  evidente  che  se  i  termini  della  successione,  pur  cre- 
scendo in  valore  assoluto  indefinitamente,  cioè,  oltre  ogni  nu- 
mero assegnabile,  non  avessero,  almeno  da  uno  di  essi  in  poi, 
sempre  uno  stesso  segno,  non  si  potreMte  ilh»  che  tendono  né 
al  -|-  CO)  né  al  —  co. 

La  successione  dei  valori   della 

(—  1  )"  // 

oscilla  da  —  co  a  -f-  ^• 
L'altra 

n(\  -^(_1)") 

oscilla  da   x  a  o.  Non  vi  è  limite. 

m)  Tn    conseguenza  di    queste    ultime   definizioni    e    di 
quanto  è  detto  sopra  li]  si  può  enunciare:  ìnm  successione. 


costantemente  non  decrescente  tende  sempre  ad  un  ìlmìte  che  è  finito, 
ovmro  è  V infinito  positivo.  Se  è  costantemente  non  crescente  tende 
pur  semjjre  ad  un  limite  finito,  ovvero  alP  infinito  nffjativo. 

Importa  fissare  l'attenzione  sul  preciso  significato  della 
frase:  successione  tendente  al C infinito  positivo  o  oLV infiniti*  netpitivo: 
essa  è  adoperata  in  luogo  dell'altra:  successione  i  cui  termini 
crescono  in  valore  assoluto  sino  n  superare  qualunque  numem  posi- 
tivo assegnabile  e,  da  uno  in  pol^  hanno  sempre  uno  stesso  seguo. 

n)  Un  osservazione  della  quale  avremo  occasione  di  fare 
uso  è  la  seguente: 

«SV   u)ia  successione 
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tende  ad  nn  limife,  vi  tende  jmre  qualunque  successione  infinita 

2)  ^.s,,     a;,,,     ^■,^,,     .... 

estratta  da  quella. 
È  evidente. 
Reciprocamente:  se  una  successione 

1  )  a?. ,     a?., ,     a?., ,     . . . . 

è  tale  clie^  esfrnftn.  da  essa  in  modo  qualunque  una  successione 

2)  •    _      a^.,,     a-.,,     a^..,,     •■•• 

questa  tende  ad  1  la  1)  deve  pure  tendere  ad  1. 

Basta  provare  che  preso  un  numero  positivo  a  a  piacere, 
nella  1)  non  vi  possono  essere  se  non  un  numero  finito  di  ter- 
mini discosti  da  /  per  più  di  a  in  valore  as.solufco. 

Invero,  se  ve  ne  fossero  infiniti,  si  potrebbe  con  essi  com- 
porre una  successione  come  la  2),  la  (|uale  non  tenderebbe  ad  /. 

Corollario.  —  Se  per  una  successione  di  numeri 

a?! ,     ;j? , ,     ....     a?jj , 

è  soddisfatta  la  condiziono,  perchè  ess;^  converga  ad  un  limite 
e  si  conosca  poi  il  limite  /  al  quale  converge  una  jiai-ticolare 
successione 

e.stratta  da  quella,  si  può  senz'altro  diro  che  anche  la  j)rece- 
dente  tende  ad  /. 

p)  Un'  ovvia  osservazione,  la  cui  utilità  si  rivelerà  di  fre- 
quente è  questa,  che  se  la  lettera,  v  indica  un  numero  suscettibile 
di  assumere  variando  sìiccessioamente  i   valori  della  successione 

tendenti  al  limite  1  finito^  si  potrà  scrivere 

l  —  v=i 
donde 

v  =  l  -j~  = 

con  "-  quaiitifi)  tendente  a.  zero.   <d  tendere  di  v  ad  I. 
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Si  11  a  pure  : 

Se  (lue  su.ccessio)il. 

1  .v;,,      j;,,      «.„      .... 

2)  ?/,,    y,,    y,,    '■■■ 

tendono  allo  stesso  limite^  vi  tende  "pure  tjuaJsiasI  fdtra  successione 
ordinata  che  contentja.  frammischiati  secondo  una  certa  ''"////«j  i  ter- 
mini di  quelle 

^)  ^M    ■^■n    y^    ^.o    '/,»    y. 

Invero  se  a  è  il  solito  numero  positivo  piccolo  a  ])iacere, 
vi  sarà  nella  ì)  nn  termine  ;«,„  tale  che  sia 

nella  2),  un  termine  ?/ ^  tale  che 

\y.:r->]<^^-- 

ora,  qualunque  sia  la  lepjge  di  formazione  della  3),  procedendo 
in  essa  abbastanza  innanzi,  poiché  nella  3)  ha  il  suo  posto  ogni 
termine  della  1)  e  della  2)  si  finirà  sempre  col  trovare  nn  ter- 
mine dopo  il  quale  non  vi  è  più  alcuno  dei  numeri 

^,,      -«o      ••••      ^.u 

2/n    .V.1    ••••    ?/»; 

è  manifesto,  che,  da  quello  in  poi,  tutti  i  termini  della  3)  dif- 
feriscono da  l  per  meno  di  i. 

p)  Ricordiamo,    come   delucidazione,  che    in    Algebra  si 
considerano  le  serie  o  somme  di  infiniti  numeri 

1)  «,  4- ?'■,  + ^«, +  ••••-+-",- 4      ••■• 

e  se  si   ]>nne 

.S|  =w,,      -«f.  =  »t,  +  w.,      •••• 
.«?„  =  w,  +  ?*,  4-  ..  .  +  n„ 

si  assume  come  somma  della  serie  J),  il  limite,  se  esiste,  cui  converge  s^, 
al  crescere  indefinito  di  n.  Se  questo  limite 

//«».    .s„  =  s 
11  =  CO 

esiste  determinato  <«  finito,  la  serie  dicesi  convenienti':  so  è  in/ì- 
nito,  la  serie  dicesi  divergente:  se  non  vi  è  limite  dt>tenninato, 
la  serie  medesima  dieresi  indrti'rmiiiata. 
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Applicando  la  proposizione  generale  e)  si  ha  die  condi- 
zione necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  serie  1)  sia  convergente 
è  olle,  preso  r:  piccolo  a  piacere,  si  trovi  poi  un  n  tale  che  renda 


per  ogni  u -f- r.  E  anche,  applicando  l'osservazione  e),  potrà 
enunciarsi:  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  la  conver- 
gonza  della  serie  è  che  sia 

lim.    R,i  ,.  =  f> 

n  =  co 

(|ualnnr|ne  sia  r,  anche  se  crescente  indefinitamente  insieme 
con  n,  avendo  posto  R^^^^.r=s^,  +  ,.  — s„  . 

Si  noti  che  se  la  serie   è   convergente,   per  ogni    valore    n 
fisso  qualsiasi,  esiste  determinato  e  finito 

R ,  ==     Uni.      R ,  ,.  ; 

7j,  =  co 

e  se  qui  ora  si  fa  crescere  n,  indefinitamente,  si  avrà 

Um.    R  .^  =  n 

11=  CP 

per  quanto  dianzi  s' è  detto  su 

«. 

Viceversa,  se  è 

lim.    R.,  =  o 

n  =  co 

la  serie  è  convergente. 

Invero,  se  ciò  è,  vuol  dire  che   pr-^-so  -■  piccolo  a  piacere, 
vi  è  un  71  tale  che 

qualunque  sia  p;  ma  è  anche 

quindi 

[K,\  <  23: 

che  è  appunto  la  condizione  di  convergenza.  Ricordiamo  che 
si  suol  chiamare  resto  <1cUa  serie,  la  quantità  R^^:  e  si  ha  cosi 
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il  ben  noto  enunciato:  affinchè  niui  serie  sia  convert/ente  è  necessa- 
rio e  sufficiente  che  sia     lim.    li,^  =  u. 

11  =  ce 

EsKMPio.  —  Cerchiamo  il  limite  dell'espressione 

(quando  ./•  cresce  indefinitamente  per  valori  interi  e  positivi. 
Por  la  nota  formula  di  Newton  si  ha 

Col  crescere  di  x,  ogni  termine  del  2"  membro,  eccetto  il 
termine  1  -f-1,  cresce  e  inoltre  cresce  il  numero  stesso  dei  ter- 
mini, che  sono  pure  tutti  sempre  positivi;  si  vede  (juindi  che 
la  variabile 


(-!)■ 


cresce  col  crescere  di  .'■  per  valori  interi  e  positivi. 
Se  si  osserva  poi  che  è  evidentemente 


,..(i+i)<i+i-f>|;+....+,^ 


e   (juindi 


.  3 

si  conclude  (1,  h)  che  la  successione  dei  valori  clie  assume 

"juauilo  .'•  assume  i  valori 

1,    'J,    :\,    .... 
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ammette  un  limite  determinato  e  finito  che  è  compreso  fra  2  e  3. 

Questo  limite,  come  si  sa,  è  indicato  con  e. 

Si  dimostra  poi  subito  che  se  si  dà  a  ./■  una  successione  di 
valori  positivi  comunque  crescenti,  il  limite  è  pur  sempre  e. 

Invero,  se  x  è  un  numero  compreso  fra  due  interi  m  e 
m  +  1   si  ha 

1         li        li,        1 

1  4-  —  >  1  +      >  1  + 


m  .'■  m  -j-  1 


ovvero 


Ora 


lini. 

m  =  00 


lim. 
in 


''■'"•     (l+l\L      '""•     (l+       \    ,)='e: 
=  00  y      '    mJ       wi  =  OD  \     ^  VI  4-  1/ 

ne  segue,  per  una  nota  proposizione  della  teoria  dei  limiti, 

anche  se  .»•,  col  crescere,   passa  per  una  successione  qualsivo- 
glia di  numeri  positivi  interi  o  no. 

Si  faccia  infine    tendere   .i;  al  ■ — co  ;  si   ponga  .r:=x:  si 
avrà 
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e  ponendo  ./•'  —  1  =  ?/, 

se  ,v  tende  a  — co,   '■'  e  tjuiiidi    anche  y  tende  a  -f  x     e  al- 
lora è  manifesto  che  è 


l 

X  = 


tj^  +  ì) 


Questo  numero  e,  come  è  ben  noto,  è  un  numero  irra- 
zionale che  è  assunto  come  base  di  un  sistema  di  logaritmi: 
i  logaritmi  naturali,  iperbolici  o  neperiani  che  si  indicano  con 
La  (logaritmo  uep."  di  a). 

Aggiungiamo  un'  altra  formula  che  ha  utili  applicazioni. 

Dall'algebra  elementare  si  ha  (''^'i^) 

-r'"-  n"^ 

"-  =  X-'-'  -f  a.;'"  -^  +  ....  +  a'"  -  ' 

X  — •  a 


donde 

lìì.ì       .;''"'  —  a" 

=  ma"*^ 


lirn.    •'''"'  —  "'"        ..   _..,_y 


jc  =  a    X  —  a 
Si  consideri 

X"  —  a"  con  )n  e  a  interi  e  positivi. 
Si  ponga  *'  =  ?/",  a  =  b":  diverrà,   (/^C.^)) 


rf-b 


n  /y--b-\ 


e  con  ciò 


ti'»-    .,.»__  a"  =  -.«'• 

.1-  =  a " 

X  —  a 

Si  ha  diinijue  per  •).  razionalo  e  positivo  e  jc  e  a  positivi, 

lim.    •'''*_r-J»;!.  ^  „  „;,  -  I 
[j.  =  o    .r        a 
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si  faccia  a  =  1,  x  ^  ì  -\~  ci,  verrà 

Uvi.    (1-4  (/)'--!  _ 
d  =  o  d  ""''■' 

che  vale  per  1  -f-  c^  >  o  e  [j,  >  o. 

Ma  è  subito  veduto  che  essa  vale  anche  per  |i  <  o. 
ÌMostriamo  che  sussiste  anche  per  [x  irrazionale. 
Dalla 

r"^   tt"* 

=  a;'"  - 1  +  a  .X-'"  -  ^  4- . . . . -[- a"' -  ^ 
X  —  « , 

si  trae  anche 

m  {j:  —  a)  a'"-  -  ^  ■ .,  .'j'"'  -     n"        m  \^.r  —  a)  .e'"--  ^ 

essendo,  ambedue  a  e  .»•  positivi. 
Si  faccia  qui 

X  =  VV^d,      a  =1,      (1  4-  d  >  o) 
si  ottiene 

m  ("n   1  +  (/  —  l)  <  fZ  <  m  (  V  T^^d  —  I  )  {"\   1  +  d) 
VI  ("vi  4-  d  —  l)   .  :  (/  <  m  (1  4-  r/i  (    1   - ) 

V       \n-\-dJ 

la   l*  diseguaglianza  ci  dà 

"n  14-/  -  i+  '^ 

la  2**  ci  dà 

d  .  1 


ovvero 

d  1 


1 


.n(l  +  ./)       .;^^_^^ 


e  poiché  è,  nell'ipotesi  nostra,  1  —    i\    r~d\  ^  ^ 
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COSI 


e  infine 


1--^" 


<Vl  -i-d 


m  (1  +  d) 


^        <Vi-frf<i  +  - 


1--  ' 

m(l-j-  d) 


Se  si  osserva  poi  che  se  è  to  <  1,  segue  1  —  io'  <  1,  donde 
i  ±  là  <  . ,  cosi  la  precedente  può  scriverai 

1  ::+=  OJ 

^  VI  {ì  -j-  d)  '  1—  A         V"'         / 

m 
si  elevi  alla  potenza  n;  verrà 

e  dall'essere 

(1  +  d^'  >  1  +  U(f, 
resulta,  facendo 


'         m  {l  +  d) 


w 


Poiché  —  rappresenta  un  numero  razionale  qualunque,  cosi 
n 

si  può  scrivere  indicando  a  un  tal  numero, 

^+.;U<i^+^f<i4^  ("■4)- 

Suppongasi  a  irrazionale;  esso  sarà  il  limite  di  una  suc- 
cessione di  numeri  razionali  [x,  ;j.,  ....  Per  ciascuno  di  «(uesti 
vale  la  doppia  diseguaglianza  precedente 


ArzclA.  —  Voi.   I. 
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al  limite,  per  [i,  tendente  a  \).,  si  avrà,    per  note  proposizioni 
elementari 

i  +  rTd< (!  +  <')  ^r^Ta 

e  si  potrebbe  anzi  far  vedere  che  l'eguagliauza  non  può  veri- 
ficarsi; ma  a  noi  basta  la  relazione  in  quella  forma.    ^ 
Per  (X  <  0,  essa  diviene 

Dalla  penultima  si  trae 

1  -\-  d>  d  >1  —  u.d         V   > 

e  se  si  fa  decrescere  d  indefinitamente,  resulta 

lim.    (1  -f  (^)'^  —  1  _ 
d=o  d  -='•' 

Servendosi  dell'altra  doppia  disuguaglianza  si  dimostra 
vera  questa  formula  anche  per  (x  <  o. 

La  quale  del  resto  può  derivarsi  per  via  più  breve  dal- 
l'altra già  ottenuta 


(.+^.)=. 


a;  =  00 


come  più  innanzi  vedremo. 


Gruppi  di  numeri  o  di  punti, 

2.  a)  Ai  numeri  reali,  come  si  sa,  si  possono  far  corrispon- 
dere biunivocamente  i  segmenti  contati  su  una  retta  indefi- 
nita, a  partire  da  un'origine  fissa  in  un  verso  e  nell'altro.  — 
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Dimodoché,  se  ad  un  numero  reale  ./•  si  riguarda  come  corri- 
spondente il  punto  estremo  del  segmento  che  lo  rappresenta  e 
viceversa  ad  un  punto  si  riguarda  corrispondente  il  numero 
che  ne  misura  la  distanza  dall'  origine,  potremo  indifferente- 
mente scambiare  le  parole  numero  e  punto. 

Ognuno  sa  che  cosa  si  vuole  significare  quando  si  enuncia 
la  frase:  un  insieme^  un  gruppo,  una  collezione  di  oggetti:  l'idea 
à^ insieme  non  si  saprebbe  ricondurla  ad  altra  più  semplice. 

Noi  considereremo  qui  dei  gruppi  di  punti:  e  ogni  parti- 
colare gruppo  sarà  definito,  caratterizzato,  enunciando  le  con- 
dizioni alle  quali  i  numeri  o  ì  punti,  che  lo  compongono,  deb- 
bono soddisfare. 

Ad  es.  dicendo  :  consideriamo  tutti  i  numeri  razionali  com- 
presi fra  o  ed  1,  noi  poniamo  la  definizione  di  un  determinato 
gruppo;  giacché  enunciamo  delle  condizioni  per  le  quali  si  sa 
riconoscere  senza  ambiguità  quali  sono  i  numeri  appartenenti 
0  no  al  grui^po. 

lutti  1  numeri  »Ta2io;?a// compresi  fra  o  e  1  formano  simil- 
mente un  gruj)po. 

Possono  considerarsi  come  costituenti  un  gruppo  tuttiì  nu- 
meri reali  fra  o  e  1. 

Nella  definizione  di  gruppo,  come  mostrano  questi  esempi, 
si  prescinde  affatto  dalla  possibilità  di  disporre  in  un  certo  or- 
dine i  numeri  che  lo  compongono;  l'idea  di  gruppo  è  dunque 
ben  più  generale  di  quella  di  successione  ordinata. 

Una  successione  qualsiasi  ordinata  è  sempre  un  gruppo: 
ma  non  sempre  i  numeri  di  un  gruppo  possono  disporsi  in  una 
successione  ordinata. 

Ad  es.,  tutti  i  numeri  razionali  compresi  fra  o  e  1,  pos- 
sono contarsi  coi  numeri  1,  2,  B,  ....:  adottando  la  seguente 
legge. 

Uno  qualunque  di  essi  lo  si  indica  con  -—  :  p  e  7  possono 

avere  tutti  i  possibili  valori  interi  positivi  con  p  <  </,  escluso 
per  q  il  valore  zero:  si  consideri  la  somma  p  -\-  n  =^  s:  sì  diano 
ad  *■  successivamente  i  valori  1,  2,  3,  ....:  si  vede  subito  che 
per  ognuno  di  tali  valori  fissati  per  s  vi  è  solamente  un  nu- 
mero determinato  di  numeri        tali   che  sia  p  -\-  «/    eguale    a 
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quel  valore.  Si  può  dunque  stabilire  uua  corrispondenza  biu- 
nivoca tra  i  numeri  (  —  )  e  i  numeri 

1,     2,     3,     .... 

si  numereranno  prima  i  numeri  —  pei  quali  è  jJ  -\-  q  =  1:  poi 

di  seguito  quelli  pei  quali  è  ^  -f-  </  =  2,  etc. 

Pel  gruppo  di  numeri  irrazionali  è  invece  dimostrata  la 
impossibilità  della  corrispondenza  biunivoca  col  gruppo 

1,     2,     3,     .... 

è).  Un  gruppo  di  cui  tutti  i  numeri  siano  maggiori  di 
un  numero  a  e  minori  di  uno  6,  si  dice  contenuto  nell'intervallo 
da  a  a  6:  0  anche  nell'intervallo  a...  ò,  ovvero  {ab):  a  è  l'estremo 
inferiore,  h  l'estremo  superiore  dell'intervallo.. 

Se  nel  gruppo  vi  sono  numeri  che  superano  qualunque  nu- 
mero positivo  assegnabile,  1'  estremo  superiore  dell'  intervallo 
sarà  il  -}-  co  •  se  vi  sono  numeri  inferiori  a  qualunque  numero 
negativo  assegnabile  sarà  —  oc    l'estremo  inferiore. 

Si  suole  anche  dire:  l'estremo  superiore  è  il  punto  -f-  QO  , 
e  l'estremo  inferiore  è  il  -punto —  co  ;  ma  per  queste  denomina- 
zioni che  potrebbero  far  supporre  che  i  segni  -\~  cd  e  —  oo 
si  volessero  riguardare  come  rappresentanti  qualche  cosa  di 
determinato,  non  si  dee  mai  perder  di  vista  il  vero  e  proprio 
significato;  esse  sono  veramente  abbreviazioni  di  linguaggio. 

e).  Sia  X  un  punto  qualsivoglia  preso  nell'  interno  del- 
l'intervallo  (ab). 

Si  chiama  intorno  del  punto  x  un  tratto  qualunque  che  va 
dal  punto  x  —  e  a  sinistra  ad  un  punto  a;  4-  o  a  destra;  lo  si 
indica  con  {x  —  =,  x-\-ù):  il  tratto  da  a?  a  x — s  può  chiamarsi 
intorno  a  sinistra:  quello  da  x  a  ./• -j- 5  intorno  a  destra.  Per  i 
punti  estremi  a  e  b  dell'intervallo,  vi  è  luogo  solo  a  considerare 
intorni  a  destra  e  intorìd  a  sinistra. 

d).  Punto  limite.  —  Si  dirà  inulto  limite  di  un  grappo  dato 
di  punti  un  punto  e  tale  che  in  ogni  suo  intorno  (e  —  e  e  +  S) 
cadano  infiniti  punti  appartenenti  al  gruppo.  Non  è  detto  che 
il  punto  limite,  debba  essere  uno  dei  punti  del  gruppo. 
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Posto  questo  concetto,  si  dimostra  subito  la 
Proposizione:  Per  uh  f/rujjpó  d^  ùifiniti  punti,  contenuto  nel- 
V  intervallo  (a  b),  esiste  sempre  almeno  un  punto  limite. 

Si  divida  l'intervallo  {ah)  in  metà  col  punto  a  -\ ~~^: 

o  nell'una  metà  o  nell'altra,  o  anche  in  ambedue  debbono  es- 
sere contenuti  infiniti  punti  del  gruppo,  altrimenti  il  gruppo 
non  avrebbe  infiniti  punti. 

Sia,  per  fissare  le  idee,  quella  da  a  ad  a  +    —^ —  la  metà 

che  ne  contiene  infiniti. 

Si  divida  poi  questa  metà  in  due  parti  eguali  nel  punto 

a  -}-  — . —  :   o  la  parte    (a,         a  +  — r— ■  )    ovvero    l'altra 

(,    h  —  a  ,     b  —  a\  ,  .„..  -i, 

a  -j-  — j — ,     a  -f-  — ^ —  I   conterranno    infiniti    punti    del 

gruppo. 

Si  continui  cosi  a    suddividere  quella   parte    che  sempre 
ne  contiene  infiniti:  si  avranno  i  successivi  intervalli 

da  rt  a  Z» 

,     b  —  a         ,          b  —  a 
»    a   »   a  -I ^—  =  b 2 — 

,     b  —  a      ,  b  —  a 

»    a  +  — T —  ad  a  +        r»     - 
4  2 


ognuno  contenuto  nel  precedente  e  ognuno  contenente  infiniti 
punti  del  gruppo. 

Le  due  successioni 

b  —  a 

a,  a,  ''  +       4 

b  —  a  ,  b  —  a 

b,  b  -        2       '  /.  -        2 

formate  cogli  estremi  degli  intervalli  ora  detti,  soddisfano, 
come  subito  si  vede,  alle  condizioni  del  principio  (I:  d):  con- 
vergono dunque  ad  un  limite  e  comune:  questo  punto  e  ò  punto 
limite  del  gruppo. 
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Invero,  si  prenda  un  intorno  qualsivoglia  (e  —  =  c-f-5); 
nella  successione  dei  precedenti  intervalli  se  ne  troverà  sem- 
pre uno  di  ampiezza  minore  della  minore  delle  due  quantità 
£  e  ò:  allora  questo  intervallo,  che  deve  contenere  il  punto  e, 
dovrà  pure  essere  contenuto  dentro  l'intorno  (e — =  e  4- 5) 
e  però  in  esso  cadono  infiniti  punti  del  gruppo. 

Osservazione.  Dalla  dimostrazione  si  rileva  che  i  punti 
limiti  di  un  gruppo  possono  essere  più  d'uno  e  anche  infiniti. 

Esempi:  Il  gruppo  1  ,  7?)  V3  ••••  ^^^  l'unico  punto  limite  0. 

Il  gruppo  1,  ^.  ,  1  +  "2  '  -3  '  1  +  "3  '  ^  '  1  +  T  ■■" 
ha  i  punti  limiti   1  e  0. 

Il  gruppo  di  tutti  i  punti  razionali  tra  0  ed  1  ha  per 
punto  limite  ogni  punto  dell'intervallo  medesimo. 

e).  Se  riutervallo  contenente  un  gruppo  infinito  è  di 
ampiezza  infinita,  può  non  esistere  un  punto  limite  a  distanza 
finita. 

Ciò  avviene  per  es.,   pel  gruppo  di  tutti  i  numeri  naturali 

1,     2,     3,     4,     .... 

Ma  se  si  chiama  intorno  del  punto  -j-  oo  ogni  intervallo  in- 
finitamente grande  che  ha  per  estremo  inferiore  A  numero  po- 
sitivo qualsiasi  e  contiene  tutti  i  numeri  maggiori  di  A^  e  simil- 
mente intorno  del  punto  —  go  ,  ogni  intervallo  che  contiene 
ogni  numero  <  —  A,  allora  si  vede  che  si  può  enunciare: 

Ogni  gruppo  di  infiniti  punti  ammette  sempre  almeno  un  punto 
limite;  giacche  se  infiniti  punti  di  esso  cadono  dentro  un  in- 
tervallo finito,  sarà  applicabile  la  proposizione  d):  se  no,  si 
dirà  che  è  il  -j-  co   od  il  —  co  il  punto  limite. 

Osservazione.  Se  un  gruppo  d'infiniti  punti  ha  un  punto 
limite  e,  allora  i  punti  del  gruppo  si  possono  semj)re  in  innu- 
merevoli modi  disporre  in  una  successione  ordinata  che  con- 
verge al  limite  e. 

Invero,  sia  =  un  numero  piccolo  a  piacere;  fuori  dell'  in- 
torno (e  —  e  e  -f-  h)  non  cade  se  non  un  numero  finito  p  di 
punti  che   si  possono    contare  coi  numeri  1,     2,     3,     —     p; 

fuori   dell'  intorno  le  —  -^     e  -{-   ^\   oltre    i  p    precedenti, 


e  via 
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cade   solo    un    altro   numero  fluito  q  di  punti,    che   si  possono 
contrassegnare  coi  numeri: 

.    ;,  +  1    ;>  4-  '2     ....    p  +  q 

cosi  si  considererebbe  poi  l'intorno  le  —  -^     ^"("t)' 

di  seguito  — 

Si  vede  bene  che  all' infuori  di  un  numero  fluito  di  punti, 
tutti  gli  altri  sono  prossimi  a  e  per  meno  di  =,  e  quindi  (1 ,  h) 
il  numero  e  è  il  limite  della  successione. 

Analogamente  si  vede  che  il  -|-  co  o  il  —  oo  sarebbe  il 
limite  cui  converge  una  successione  ordinata  qualsiasi,  nella 
quale  può  pensarsi  disposto  il  gruppo,  quando  il  -}-  co  od  il —  oo 
è  l'unico  punto  limite. 

Se  i  punti-limiti  sono  più  di  uno,  ma  in  numero  fluito,  su- 
bito si  vede  che  si  può,  in  certo  modo,  suddividere  il  gruppo 
dato  in  più  gruppi  parziali,  per  ognuno  dei  quali  esiste  un  solo 
punto  limite  e  sarà  quindi  applicabile  quanto  s'è  detto  dianzi, 
ma  si  possono  anche  coi  punti  del  gruppo  dato,  formare,  in  in- 
numerevoli modi  delle  successioni  ordinate,  che  non  tendono  al 
alcun  limite. 

/).  Limite  superiore  e  limite  inferiore.  —  Dicesi  limite  supe- 
riore di  un  gruppo  di  numeri  un  numero  L  che  da  nessuno  dei 
numeri  del  gruppo  è  superato,  mentre  fra  essi  ve  ne  è  sempre 
qualcuno  compreso  tra  L  ed  L  —  e,  per  quanto  piccolo  sia  =:  se 
tra  i  numeri  del  gruppo  ve  n'  è  uno  massimo,  sarà  desso  il  limite 
superiore. 

Analogamente:  dicesi  limite  inferiore  un  numero  /  che  non 
è  maggiore  di  alcuno  dei  numeri  del  gruppo,  ma  tra  /  ed  /  -{-  = 
per  quanto  piccolo  sia  ;,  di  essi  semj)re  ve  n'è  qualcuno:  con- 
dizione certo  verificata,  se  ve  n'è  uno  precisamente  eguale  ad  /, 
che  in  tal  caso  sarà  il  minimo. 

Ad  es.,  nel  gruppo: 

1      1      1      i       .. 
^  '    2    '    3    '    4 

1  è  il  limite  superiore  ed  è  anche  il  massimo:  0  ò  il  limilo  in- 
feriore, ma  non  è  il  minimo,  che  non  esiste. 

Si  dimostra  che:  per  un  gruppo  di  numeri  contenuto  in  un  in- 
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tervallo  (a  b),  sempre  esiste  un  numero  superiore  L,  ed  un  limite  in- 
feriore L 

Sia  7.  il  numero  intero  immediatamente  inferiore  o  eguale 
ad  a:  [3  l'intero  superiore  immediatamente,  o  eguale  a  h. 

Si  consideri  la  serie  degli  interi  successivi: 

a,     a+  1,     a  +  2,     ....  p  -  1,     [3.... 

e  tra  questi  intervalli  da  a  ad  a  -f-  Ij  da  a  -}-  1  ad  a  -f-  2  .... 
l'ultimo  che  contiene  numeri  (x)  del  gruppo  dato. 

Sia  desso  quello  da  a  -|-  Y  =  ^i  ?  ^d  a  -f-  Y  +  1  =  «^-i  +  1  • 
si  divida  questo  intervallo  in  dieci  parti  eguali  coi  numeri  de- 
cimali: 

7,     7,1     a, ,2     a,,  3     ....     a,,  9     cr,  +  1 

si  scelga  fra  questi  intervalli  di  ampiezza  eguale  a  0,  1,  l'ultimo 
che  contiene  numeri  del  gruppo:  sia  esso  quello  da: 

a^,  0     ad  a,,  0  -|-  1  (5  essendo  una  cifra) 

Si  divida  quest'ultimo  intervallo  coi  numeri: 

a,,o         a,,  SI         a,,ò2  ....  7.,, 59         7.,,  (ò -f-  1) 

e  si  scelga  l'intervallo  ot,,  §7         ^d^Cy  +  i) 

(Y  è  pure  una  cifra) 

ohe  è  l'ultimo  tra  questi  a  contenere  numeri  (.x-). 

Così  si  prosegua.  Si  formeranno  due  successioni: 

a,     a,,  a     a,,OY     .... 
a, +  1     a,,o-fl     a,,5(Y  +  l)     .... 

che,  si  vede  subito,  soddisfano  alle  condizioni  del  principio 
(n.  1,  d). 

Il  limite  L  cui  esse  convergono,  è  il  limite  superiore  del 
gruppo. 

Si  vede  bene  che  se  un  numero  Xj,  del  gruppo  superasse  L 
e  fosse  '.  Xp  —  L  =  z  con  s  positivo,  si  troverebbe  nella  seconda 
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delle  successioni  precedenti  un  termine  a,,ÒY  ....  (>.  -f-  1)  tale 
che: 

a,,^r     ••••     (k-{-ì)-L<^ 

sarebbe  quindi: 

^p  >  «u^>r     ••••     (>^  +  1) 

il  che  contraddice  al  fatto  che  ogni  numero  del  gruppo  deve 
essere  inferiore  a  qualsiasi  termine  della  seconda  successione 
detta. 

Osservando  poi  che,  per  quanto  piccolo  sia  preso  un  nu- 
mero positivo  s  vi  è  sempre  un  termine 

a,,     5y     ....     X 

appartenente  alla  prima  successione  tale  che 

L  —  a^,     ò'[     ....     X  <  e 

e  che  esistono  numeri  del  gruppo  maggiori  di  a  ,  o-;  >.,  si 

vede  che  tra  L  ed  L  —  e  cadranno  sempre  di  tali  numeri. 

Cosi  è  pienamente  provata  l'esistenza  del  limite  superiore  L: 
in  modo  analogo  si  proverebbe  quella  del  limite  inferiore  l. 

g).  Se  un  gruppo  contiene  numeri  maggiori  di  qualunque 
numero  A  positivo  preso  grande  a  piacere,  il  limite  superiore 
del  gruppo  sarà  il  -|-  ^  • 

Se  contiene  numeri  minori  di  qualsiasi  numero  negativo 
—  A,  il  limite  inferiore  sarà  —  oo  . 

Osservazione  r\  —  Si  noti  bene  che  i  limiti  superiore  e 
inferiore  di  un  gruppo  sono  affatto  indipendenti  da  ogni  e  qual- 
siasi ordinamento,  in  cui  per  avventura  potessero  disporsi  i  nu- 
meri del  gruppo. 

Osservazione  2-'.  —  La  differenza  L  —  ^  è  detta  osciUa- 
zione  del  gruppo. 

L'intervallo  da  Z  ad  L  è  il  minimo  intervallo  che  possa  con- 
tenere il  gruppo. 

Osservazione  3».  —  Negli  studi  ulteriori  avremo  conti- 
nuamente da  considerare  ([uantità  che  variano  assumendo  tutti 
i  valori  contenuti  dentro  certi  estremi   a  c\  ò:  si  dirà  che    una 
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tale  quantità  è  variabile  nell'intervallo  (a  ò):  percorre  l'inter- 
vallo (a  h). 


Lemma  di  Darboiix  etc. 

3.  a)  Dei  concetti  sin  qui  posti  facciamo  applicazione  a 
dimostrare  un  teorema  ciie  è  fondamentale  pei  nostri  sLudì  e 
che  fu  quasi  contemi^oraneamente  enunciato  da  G.  Ascoli,  da 
Darboux,  da  Du  Boys  Reymond,  da  Volterra,  etc. 

Sia  a ò  un  determinato  intervallo.  —  In  virtù  di  una 

legge  determinata,  a  ciascun  tratto  5^  =  ce,  —  x  ^_^  preso  in 

a h  corrisponda  un  numero  fisso  Z^"  _  '  il  quale  numero  può 

variare  coli' ampiezza  e  colla  posizione  del  tratto  5,  e  deve  sod- 
disfare alle  due  condizioni:  V una  che  esso  sia  sempre,  cioè  qua- 
lunque sia  il  tratto  cui  corris})onde,  compreso  fra  due  numeri 
finiti  A  e  B:  V altra  che  se   o',  =  .r',  —  .r',_|    è  un  tratto    conte- 

unto  in  0^,  fra  i  numeri  /-.,,'  '  ^..■_^_  corrispondenti  a  o',  e  5, 
passi  la  relazione 

4'  5  e 

.r  /  _  ,  •'  s  -  1 

Si  divida  l'intervallo  a  ....  h  nelle  parti  ò,,  5,,  ....  ò„  e  si 
formi  la  somma: 

^=5.<*-f  5,zC;  +  ....  + 2,  ^',.^,_^; 

di  sommo  siffatte  ve  ne  sono  infinite',  quante  sono  Le  possibili 
divisioni  dell'intervallo  in  parti:  e  tali  somme  costituiscono  un 
gruppo  di  numeri  tutti  contenuti  fra 

A  {b  —  a)     e     B  (b  —  n): 

dimodoché  per  essi  (2,/)  esiste  certamente  un  limite  superiore 
e  inferiore  G  e  g  finiti. 

Nel  gruppo  di  lutte  le  somme  anzidette  scegliamone  nna  succes- 
sione infinita 

a).  S^f     S^,     aS,,     ....     Si,     .... 


LEMMA    DI    DARBOUX    ETC.  27 

ordinata  in  modo  che  la  massima  delle  parti  ò,  che  in  or/nunn  dì 
esse  intervengono,  e  che  chiameremo  rispetticamente 

1^;.  //,,    //„    ....    //,,    .... 

decresca  indefinitamente:  allora,  contemporaneamente  la  successione  7.^ 
converge  sempre  ad  un  limite,  che  è  il  g  limite  inferiore  del  gruppo 
di  tutte  le  possibili  somme  (S):  e  ciò  ben  inteso,  comunque  siano 
costruite  le  somme  7),  solamente  soggette  alla  condizione  enun- 
ciata i)er  le  l'i):  il  che  si  esprime  scrivendo 

lim.     S  =  g. 
H=o 

Basterà  far  vedere  che,  se  s  è  un  numero  positivo  preso 
piccolo  a  piacere,  si  trova  sempre  un  valore  JI  così  piccolo  che 
ogni  somma  S  corrispondente  a  parti  ò  tutte  minori  o  eguali  al 
più  ad  H,  cade  fra  g  e  g  -\-  i. 

Sia  dunque  z  preso  ad  arbitrio:  si  può  trovare  (2,  /)  una 
divisione  dell'intervallo  in  n'  parti  che  chiameremo 

S'o     S',,     ....     o'„- 

tali  che  il  valore  della  somma  S,  ad  esse  corrispondente 


^,=^'.  <'  +  3'.  4:  + 


n  X 

sia  compreso  tra  0  ^  g  -\-  ^  =' 

Si  consideri  poi  un'  altra  somma  qualsiasi 

1  -,  - 1 

corrispondente  al  sistema  delle  parti 

S'o      ò'„      ....      ò'„n 
e  al  sistema  dei  numeri 

La    ,        />,r    ,         ....         /V,         • 

1  11   —  I 

Si  può  supporre  che  ognuna  delle  parti  ò'  sia  minore  della 
più  piccola  delle  parti  0',  giacché  noi  corchiamo  il   limite  cui 
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tende  S  al  tendere  di  H  a,  zero,  cioè  al  tendere  a  zero  di  tutte 
le  parti  o. 

Nell'interno  di  una  delle  parti  ò',  per  es.,  in  o'^  cadrà  sem- 
pre qualcuno  dei  punti  di  divisione  che  determinano  le  partii': 
dimodoché  una  delle  §'  ad  es.,  la  3',  conterrà  per  intero  parec- 
chie delle  ò',  cioè,  in  generale  sarà 

a',  =  A^+òV +  ..■.+  ^',.^;,  +  A', 

A',,  A',  essendo  i  tratticelli contigui  agli  estremi  di  S'^,  che  pos- 
sono anche  essere  nulli  e  se  non  sono  tali,  sono  parti  dei  tratti 
§',._,  e  f/^.+f^^^  dentro  cui  cadono  i  punti  estremi  del  tratto  ò'^ 
e  potrebbe  anche  essere  semplicemente 

6',  =  A/  +  A/. 

Si  confrontino  le  due  somme 


te  t 


'  *      j  I,  _,  t  b 

o..,Tji  -\- -\-  tj  i  L.-c^  t 


E 

'         ^'  «  e'  t         x  t  X  t        X 


e  si  vede  che  al  termine  ^^'  // *       appartenente  alla  aS,,   corri- 

s  —  1 

sponde  nella  S^  il  gruppo  dei  termini 

J  ' 

t  ^  t  ^  .      X 

5.  ^,«      4- ••••  +  ^>.^,i,« 

r —  1  r  +  h  —  1 

Ora  si  ha 

t  / 

X  X 


L  r  '       <  L  , 


r  +  h  —  l 
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donde 

si  l:    4-  •  •  •  •  4-  <-. .  l'^^""     <  <  L,'    -  rA'+  a')  l': 

r  —  1  r4-  A  —  J  »  —  1  «  —  1 

epperò  sarà 

(  t  I 

ìl;   +.... +  5;.^,<r"   sìl;   4-2/7.(7^1, 

r  — 1  •     ,+/t  -I  s  —  1 

avendosi  certamente 


\^\L,'    4- A/.' 

se  è  f^|>|^J. 


<  2  77.  [7i] 


Una  diseguaglianza  analoga  può  scriversi  per  ciascuno  dei 
termini  della  >S',:  cioè  per  ognuno  dei  termini 

e.'     t''''  1'  y     /'  ■  $'       t'' 

0    Ju        ,       0     Li  ,  .       ....        0   I  Li  I 

i       a       '  2        X  '  n         .1:     I 

1  «  —1 

della  iSj,  si  trova  corrispondente  nella  *S,  un  gruppo  di  termini 
consecutivi  che  in  somma  è  minore  o  al  più  eguale  a  quello  unico 
della  6',  aumentato  di  2  H.  [B\. 

Oltre  a  cosifatti  gruppi  la  Si  contiene  quei  termini  come 

t  t 

t  X      _  .  X         ,     .       . 

5.'  r      r      1  «t  r-t-  h  -.-i 

0,.      ,    L)    t  ,        ....       0      ,    ,    .        L/    t  .  . .  • 

r  —  2  r  H-  /i 

che  corrispondono  a  quelle  parti  0'  nel  cui  interno  cadono  i 
punti  estremi  delle  ò':  termini  che  al  più  sono  in  numero  di 
{il  —  1).  La  somma  di  essi  è,  in  valore  assoluto,  certamente  in- 
feriore a  n  H[B\. 

Si  conclude  che  è: 

^t  <  ^5,  4-  3  n  IL  [B\ 


Cloe, 


^^<g  +  ^^  +  '^nIl.\B\ 


ma  qui  si  può  supporre: 

77 


C.   n   [B]  ' 
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con  che  resulta 

Si  <  (J  +  ^' 

Si  ha  cosi  che  :  quando  tutte  le  parti  5'  costituenti  una  di- 
visione dell'intervallo  (ab)  sono  minori  di 

//  =  -  -'  - 

6n'[B]^ 

ogni  somma  S,  corrispondente  è  contenuta  tra  g  e  g  -\-  s. 

Fissato  dunque  un  s  a  piacere  si  può  poi  assegnare  un  li- 
mite H  di  piccolezza  per  le  parti  §,  al  disotto  del  quale  tutte 
le  somme  3  corrispondenti  cadono  tra,  g  e  g  -\~  b;  che  è  appunto 
la  condizione,  perchè  sia 

lìm.  S  =  g 
per 

Um.  H  =  0. 

Osservazione.  —  Si  ricordi  che  ^  è  il  limite  inf emore  dei 
valori  di  tutte  le  possibili  somme  formate  come  sopra  è  detto; 
esso  è  dunque  indipendente  da  ogni  e  qualsiasi  legge  che  si 
potesse  pensare  per  regolare  l'imi^iccolimento  indefinito  delle 
parti  o;  comunque  questo  impiccolimento  si  ottenga,  una  suc- 
cessione qualsivoglia  di  somme  >S  converge  sempre  al  limite  g. 
h).  Tenute  ferme  le  condizioni  dell'enunciato  precedente, 
se  in  luogo  dei  numeri  L  si  coordinano  alle  parti  h'  dei  sistemi 
di  numeri 

X  X  b 

1  ;: 

L      ,     Lx  t        ....       t  t  , 

"         '  I  X      t 

n   ~z 

i  quali  pure  sono  sempre  tutti  contenuti  fra  A  q  B  e,  non  de- 
crescono, quando  ad  uno  dei  tratti  l'  =  ,r'^  —  -^''s-i  ^^  sostituisce 
una  sua  parte,  con  ragionamento  analogo  si  ottiene  che  le  somme 

s  =  d'i,'   +  o'  ij'  4-  ....  +  5[/  l , , 


=  z  i    +  . . . .  -f  ò  t  z  / 

fi"  '  n      X     t 
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aU impiccolire  indefinito  e  simultaneo  delle  ò,  convergono  al  limite  G  , 
indicando  (r,  e  (j^  rispettivamente  il  limite  superiore  e  il  limite 
inferiore  del  gruppo  di  tutti  i  valori  per  le  somme  s. 

e).  I  numeri  L  e  l  non  hanno  qui  alcun  legame  fra  loro. 
Si  aggiunga  la  condizione  che  tra  un  ^  e  un  Z.  corrispon- 
denti a  uno  stesso  tratto  ò,  sempre  si  verifichi  la  relazione 

1<L- 

dalla  quale,  ricordando  le  relazioni  alle  quali  soddisfano  gli  L 
tra  loro,  e  gli  ^  pure  tra  di  loro,  deriva  subito  che  se  un  tratto  ò' 
è  contenuto  in  un  tratto  §  certamente  il  numero  l\  fra  gli  /,  che 
corrisponde  a  6' è  minore  a  più  forte  ragione  del  numero  L  cor- 
rispondente al  Z. 

In  questo  caso,  è  facile  dimostrare  che  ogni  somma  *•,  a 
qualunque  sistema  di  parti  corrisponda,  è  sempre  inferiore  a 
qualsiasi  somma  S. 

Invero,  si  consideri   una   divisione  in  parti  ò,,  ò„, o„, 

determinata  dai  punti  a x^....  x\_ a-,,.,  —  b. 

-Se  ne  consideri  anche  un'altra  in  parti  ?/,  ò.,',  —  ò',,-  de- 
terminata dai  punti  « —  x^ —  u',' a''.,/_j....  h. 

Si  avranno  le  somme 


^=  ^1  K'  +  h  ^'r  +   ••  •  •  +  ^H  ^'. 


si  tratta  di  mostrare  che  è 

s  <  S. 

Si  segnino  insieme  in  a ò,  tutti  i  punti  .»•,,  ./■,,  *•„  e 

gli  altri  ./',',  .>•/,  x\r,  si  otterrà  un  sistema  di  parti  S,",  ò^", 

ù'\^n  ognuna  delle    quali  è   contenuta   così  in   una  delle  e,, 

ò^  ....  o„  come  in  una  delle  o,'  ò,'  —  6',/. 

Siano  a....  x^' r^"....  .r"„  »-.,....  h  i  punti  che  determi- 
nano le  6";  e  che  coincidono  ognuno  con  qualcuno  dei  punti 
x\„  ovvero  con  qualcuno  degli  x\. 
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Il 
n 

b 
li, 

n    -j 

'..< 

—  1 

Tenendo  presenti  le  relazioni  che  intercedono  fra  gli  l,  fra 
gli  Z  e  gli  Z,  e  fra  gli  Z,  è  manifesto  che 

1  n   -1 

<a;'z;"  +r^^{  +  . 
Il  II 

Il         .<■  Il        X 

1  •-•         Xj 

1 

cioè 

s    <    S. 

Segue  da  ciò  clie  il  gruppo  di  tutte  le  /S  e  il  gruppo  di 
tutte  le  *•  sono  nettamente  separati  e  si  avrà 

Solamente  se  è  G^  =  (/,  vi  potrà  essere  questo  come  unico 
valore  comune. 

d).  Indichi  f^  un  numero    (jualsiasi  soggetto    alla    limi- 
tazione 

Z,  e  Z,    essendo  i   numeri    definiti    precedentemente    e    corri- 
spondenti a  un  tratto  5,:  si  consideri 

^s,/,  =  ej.  +  M,  +  ••••  +  Kfn' 

Somme  come  queste  se  ne  possono  costruire  in  numero 
infinito:  giacché  sono  infiniti  i  sistemi  di  parti  o,  in  cui  è  de- 
componibile a..  ..ò;  fissate  poi  queste  parti  rimarranno  fissati,  in 
virtù  della  legge  che  si  presuppone  stabilita,  i  numeri  l^  e  L^  e 
possono  essere  ancora  scelti  in  infiniti  modi  differenti  i  valori/,, 
pur  soddisfacendo  alla  limitazione  ad  essi  imposta.  Solamente 
si  può  asserire  che  è 

QuaV  è  ìa  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè,  per  la 
ilOj  fj,    alV  impiccolire    indefinito  e  simultaneo   di    tutte  le  6,  esista 


I 
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UH  limite  determùiato  ejinito,  indipeiidenle  dal  modo  di  formazione 
e  di  decrescimento  delle  o,  e  dalla  scelta  dei  valori  f  ?  Ovvero  si 
può  dire  :  tjiacchè  per  le  Sòg  1^  e  Sò^  L,  esistono  limiti  determinati 
G,  eg  al  decretcere  indefinito  delle  ò,  quand'  è  che  esisterà  pure  un 
simile  limite  per  la  Xog  f^,? 

E  presto  veduto  che  la  cuiidizione  necessaria  o  suiiicitfiite 
a  ciò,  è  che  sia 

0  =  0,. 

Invero,  poiché  fra  tutti  i  modi  possibili  di  scegliere  i  va- 
lori /j  vi  è  quello  di  prendere  /^  =  l^  e  l' altro,  di  prendere 
/s  =  Z',,  la  somma  SS,  f^.  può  farsi  coincidere  cosi  con  la  lo, /, 
come  con  la  So^i^.:  e  poiché  queste,  all'impiccolire  della  mas- 
sima //  delle  parti  o,  tendono  a.  G,  e  g  rispettivamente,  si  ri- 
vela la  necessità  dell'  eguaglianza 


se  deve  esistere  il 


^,  =  i/ 


lim.  S5./; 

H=o 


determinato  e  finito,  indipendente  dalla  scelta  delle  ò,  e/,. 

Ma  la  condizione  è  anche  sufficiente  perchè,  per  una  nota 
proposizione  della  teoria  dei  b'miti,  la  doppia  diseguaglianza 

-^^.  ^.£-S./.5-^^> 
ci  mostra  che  se  è 

lim.  X5^  Z,  =  lim.  lòs  L, 
H  =  o  H=o 


sicuramente  è  anche 


lim.  lo,/,  =  (f  =  G^. 
H=o 


e).  Dall'  essere  in  ogni  caso 


lim.  lo,  /,  =   Cr, 
lim.   15,  L,  =  y 

11=0 


AUZtLÀ.  —    Voi.    I. 
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deriva  pure  valida  sempre  la  relazione 

lim.  Xò,  (L,  — /J  =  <j—  G^. 

11=0 

L'  eguaglianza  g=  G^  equivale  dunque  all'  altra 

lim.  lOj  (L,  —  Ig)  =  o: 
H=o 

nella  quale,  in  conclusione,  si  può  dire  che  risieda  la  condi- 
zione necessaria  e  sufficiente  per  la  esistenza  del  limite 

Ihn.l.ò,/,. 
H=o 

E  veramente,    è  da  notarsi  che    «empre    esistendo  deter- 
minato, cioè,  comunque  sieuo  formate  le  5„  il 

lim.  ^8,  {L,  —  i;) 

11=0 

perchè  questo  sia  zero  è  necessario  e  sufficiente  che  assegnato  pic- 
colo a  piacere  tin  numero  positivo  o,  sempre  si  possa  j^oi  trovare 
un  [n.°  1.  n  Corol.)  sistema  di  parti  5^,  ^^eZ  quale  resulti 

X6,(L,-g<a. 
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IL 

Funzioni. 


1.  ai.  Definizione.  —  Se  con  x   si    indica    ima  variabile 

che  può  assumere  ogni  valore  compreso  nell'intervallo  a b, 

e  con  u  una  quantità  che  ha  un  valore  determinato  corrispon- 
dentemente al  valore  della  x,  si  dice  che  y  è  funzione  della  x 
nell'intervallo  a h  e  si  scrive: 

1/  =/ O^-)-      //  =  'f  W       y  =y  i-n,---- 

la  .r  si  chiama  la  variabile  indipeudente  o  1'  argomento  della 
funzione. 

La  corrispondenza  del  valore  di  ^  a  quello  di  ,/•,  deve  es- 
sere stabilita  in  virtù  di  una  legge,  che  può  essere  espressa 
a  parole,  ovvero  con  una  formula  matematica. 

Se  semplicemente  si  enuncia  :  sia  y  una  quantità  che  ha 
il  valore  0  per  ogni  valore  razionale  x  compreso  tra  0  e  1,  e  il 
valore  1  per  ogni  valore  irrazionale:  si  definisce  con  ciò  una 
funzione  y  della  .r  nell'intervallo  0....1. 

Si  ponga  ad  es.  che  per    1  ^  a?  >  17       ^^^  y  =^  ^ 

X 


per  ^  >  a^  >  -g        sì&  y  = -^ 


1  1  .  a- 

per  —  >  X  >  ,       sia  y  =  — 


per  ;'•  =  o         sia  y  =  '»; 
allora  è  y  funziono  perfettamente  definita  noirintervallo  0 —  L 
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Se  si  scrive 

y  =  mx  -f-  n 

con  m  e  n  numeri  fissi,  si  definisce  pure  una  funzione  y  della  x 
nell'  intervallo  da  —  /o  a  /.;,  h  numero  qualunque:  giacche  la 
espressione  mx  -f-  n  lia  un  valore  ben  determinato  per  ogni  ^• 
finito.  In  questo  caso  si  ha  per  la  y  un'  espressione  analitica, 
cioè  la  legge  che  vincola  il  valore  y  a  (quello  di  x  è  espressa, 
non  con  parole  come  nel  caso  precedente,  ma  è  data  da  un 
complesso  di  operazioni  di  calcolo,  che  debbono  eseguirsi 
sulla  X  per  avere  la  y  corrispondente. 

Se  scriviamo  ?/=  sen.  x,  noi  definiamo  pure  una  funzione 
di  «,  giacché  sappiamo  bene  sin  dagli  elementi,  il  significato 
del  simbolo  sen.  e  sappiamo  costruire  graficamente  una  lun- 
ghezza che,  in  corrispondenza  ad  ogni  x,  rappresenta  y. 

Se  si  considera 


y  =  V  ax-  +  b  X  -\-  e 

bisognerà    fissare  quale  segno  si  intende  prendere   innanzi  al 
radicale:  e  inoltre    supporre   x    variabile  in  un    intervallo  in 
cui  sia  sempre  ax'  -j-  bx  -hc>  o,  se  pure  si  vogliono  per  x  e  y 
avere  solo  valori  reali. 
Se  si  prende 

y  =  aìx.  sen.  x 

bisognerà   fissare    entro   quali  estremi    deve    essere    compreso 

1'  arco    y  ,  se  jìur  si  vuole  che  esso  sia  una  funzione  ad  un  va- 
lore, secondo  il  concetto  qui  posto. 

Potrebbe  esser  data  un'infinità  ordinata  di  funzioni  in  un 
intervallo  a.,..b 

u^  (x) ,     u.,  (x),  —     u^  (x),.... 

e  per  ogni  valore  x  ivi  fissato,  potrebbe   esistere  determinato 

e  finito  il 

lim.    S^  (x) 
11  =  co 

essendo 

S„  (x)  =  u,  {x)  -j-  u,  (aj)  +  . . . .  4-  u„  {x)  : 
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ed  ecco  che  un  tal  limite 

Uni.    aSi„  {x) 
n  =  co 

cioè  la  somma  della  serie 

«1  (=^)  +  «.  (*•)  4-  . .  • . 

è  da  riguardarsi,  alla  sua  volta,  come  una  funzione  S{x)  di  x. 
Si  ricordi  ad  es.  dall'Algebra  che  è 

tXj  «X-  \Xj 

sen.x  =  x-^    4-   -    _    -    4_   .... 

cosi  la  funzione  y  =  sen.  j'  viene  anche  data  mediante  un  com- 
plesso d'infinite  operazioni  sopra  la  x.  Il  simbolo  sen.  è  tradotto 
qui  in  una  espressione  analitica  con  infinite  operazioni. 

Una  funzione  y  può  anche  esser  definita  dicendo  ad  es.  y 

rf? 1 

è  uguale  a per  ogni  x  diverso  da  1  :  è  uguale  a  0,  ov- 
vero ad  un  altro  valore  qualsiasi,  per  ce  =  1. 

aj- 1  .      . 

L'espressione r    ha  significato  ben    determinato    per 

ogni  valore  x  diverso  da  1:  non  lo  ha  più  per  ./■=!.  Perciò 
occorre  assegnare  un  valore  anche  in  a-^^l,  il  che  può  esser 
fatto  ad  arbitrio,  trattandosi  di  un  punto  solo:  e  simiimenter 
ad  arbitrio,  cioè  indipendentemente  un  dall'altro,  potrebbero 
esser  scelti  i  valori  di  una  funzione  in  un  gruppo  finito  di 
punti:  non  in  un  gruppo  infinito,  perchè,  j^er  far  questo,  ci 
vorrebbe  anche  un  tempo  infinito. 
Cosi  se  si  pone 

1 

y  -  . 

(juesta  eguaglianza  definisce  una  funzione  ?/  di  a;  in  ogni  in- 
tervallo a h^  che  non  contenga  il  punto  0:  giacché  l'espres- 
sione —  per  .x'  =  ()  non  ha  significato. 

X 

Se  quindi  si  avesse  a  considerare  quell'espressione     ^     in 
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un  intervallo  contenente  il  punto  cc  =  0,  bisognerebbe,  a  vo- 
ler   definita    completamente  la  funzione  ?/,    assegnarle,  a  pia- 
cere, un  valore  in  questo  punto. 
Analogamente  dicasi  della 

y  =  ?a?, 

che  ha  valore  ben  determinato  per  ogni  valore  determinato  e 
positivo  di  x^:  non  lo  ha  per  x  =  0. 

Dimodoché,,  data  la  ?/  jjer  mezzo  di  segni  o  di  un'espres- 
sione analitica  qualsiasi,  affinchè  con  ciò  la  y  medesima  sia 
perfettamente  definita,  occorre  che  la  espressione  proposta  ab- 
bia significato  ben  determinato  aritmeticamente  per  ciascun 
valore  dell'intervallo  che  si  considera  per  la  .r:  se  ciò  non  è, 
bisognerà  assegnare  per  la  y  il  valore  che  vogliamo  che  essa 
abbia  per  ciascuno  di  quei  punti  nei  quali  il  significato  manca, 

Una  siffatta  assegnazione  è  veramente  in  nostro  arbitrio; 
nondimeno  si  conviene,  in  ciò,  di  seguire  un  criterio  generale, 
come  più  innanzi  vedremo. 

Una  legge  che  vincola  il  valore  di  y  a  quello  di  x. 
espressa  con  parole,  può  essere  sempre  tradotta  in  una  espres- 
sione analitica? 

Non  si  può  rispondere  affermativamente  a  una  questione 
posta  in  modo  così  generale;  si  può  però  dire  che  per  classi 
estesissime  di  funzioni,  definite  da  leggi  anche  ben  poco  sem- 
plici, si  sa  pur  dare  una  rappresentazione  analitica. 

Il  concetto  di  funzione,  posto  qui,  consiste,  in  sostanza, 
nell'espressione,  comunque  data,  di  una  ben  determinata  legge 
di  dipendenza  tra  due  quantità:  è  il  ])\n  generale  possibile  e 
chi  voglia,  potrà  riconoscere,  in  ogni  ramo  dell'umana  cono- 
scenza, esempi  di  funzione. 

Di  unf\  funzione  ?/=/(,»)  si  suol  dare  un'immagine  geo- 
metrica assumendo  x  per  ascissa  ey  per  ordinata  di  un  punto: 
si  ha  così  un  gruppo  di  punti  nel  piano,  cui  daremo  il  nome 
di  curva  e  che  in  eerto  modo  s'immedesima  con  la  funzione. 
Di  questa  immagine  geometrica  noi  ci  serviremo  a  scopo  di 
chiarezza:  quasi  per  mettere  sotto  gli  occhi  un  segno  sensibile, 
in  luogo  della  semplice  e  arida  scrittura  y^=f{^i),  'f  (•'") —  '1'- 


i 
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modochè  useremo  indifferentemente  la  parola  curva  o  funzione: 
precisamente  come  già  usiamo  le  parole  2iunto  o  numero. 

Ma  non  si  dovrà  pensare  una  simile  curva  dotata  di  al- 
cuna proprietà  che  non  discenda  direttamente  dalla  funzione 
che  essa  rappresenta. 

Se  alla   x  si  dà  un  valore   particolare  a,  il   valore    corri- 
spondente della  funzione  si  indica  con /(a),  z  {a)^  ecc. 
h).  Abbiasi  dunque  una  funzione 

y  =  f'{x) 

in  un  intervallo  a....h:  l'insieme  di  tutti  i  valori  y  corri- 
spondenti a  tutti    gli  .r,    compresi  in    a ^,    costituisce    un 

gruppo  di  numeri:  come  tale,  in  virtù  di  un  teorema  dimo- 
strato (2,  f)  ammette  un  limite  superiore  L  ed  un  limite  in- 
feriore Z,  e  questi  si  chiamano  rispettivamente  limite  superiore 
e  inferiore  della  f  (x)  in  a  ....  b. 

Se  si  sa  che  i  valori  della  funzione  rimangono  sempre 
compresi  tra  due  numeri  finiti,  si  conclude  che  il  limite  su- 
periore e  inferiore  rispettivi  sono  pure  finiti. 

Se  poi,  preso  un  numero  positivo  A  grande  a  piacere,  in 
a....h  vi  sono  dei  punti  in  cui  la  funzione  ha  valori  mag- 
giori di  A,  si  dirà  che  il  limite  superiore  «  -f-  oo  :  se  vi  sono 
dei  punti  in  cui  ha  valori  minori  di  —  ^1,  si  dirà  che  il  limite 
inferiore  è  —  oo  . 

Si  ricordi  la  definizione  del  limite  superiore  di  un  gruppo 
di  numeri  e  si  vedrà  che  se  L  è  finito,  o  vi  sono  dei  pnnti  in 
cui  il  valore  della  funzione  è  precisamente  L,  che  allora  sarà 
il  massimo  della  funzione  in  a....h:  ovvero  vi  sono  dei  punti 
in  cui  la  funzione  ha  valori  tanto  prossimi  quanto  si  vuole  ad 
L:  e  vi  possono  anche  essere  gli  uni  e  gli  altri. 

Analogamente  dicasi  del  limite  inferiore  /,  se  ò. finito. 

La  differenza  L  —  l  si  chiama  V  oscillazione  della  funzione 
in  a . . . .  b . 

È  evidente  che,  se  il  tratto  a.' h' ò  contenuto  in  n. .../», 

l'oscillazione  della  funziono  in  quello  ò  minore  clu>  in  «piosto, 
o  al  più  eguale. 

Fissato   un   tratto  qualsiasi,  l'oscillazione   in  osso  è  il  li- 
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mite  superiore  di  tutte  le  differenze  possibili  tra  due  qua- 
lunque dei  valori  della  funzione  nei  punti  del  tratto. 

L'oscillazione  è  finita,  se  sono  finiti  Lei:  altrimenti  è 
infinita. 

e).  Sulle  oscillazioni  delle  funzioni  trovan  luogo  qui  le 
seguenti  ovvie  osservazioni,  utili  in  seguito. 

Osservazione  1^.  Se  IJ^   e  1,   sono   risppAtivamente   il   limite 

superiore  e  inferiore  di{^{x)  in  a b,  e  L^,  e  1^  qìiellì  di  f ,  (x) 

la  somma  f,  (x)  -f-  f .,  (x)  ha  i^er  limite  superiore  un  mimerò  L  mi- 
nore 0  eguale  a  L^  +  L,,  per  limite  inferiore  un  numero  1  mar/- 
ffiore  0  eguale  a  Ij.+  l,.  *) 

Invero  dalla 

discende 

che  prova  l'asserto. 

Da  ciò  segue  clie  l'oscillazione  D  della  somma  f ,  (x) -}- /j  (x) 
in  un  certo  intervallo  è  minore  o  al  pj»  eguale  alla  somma  delle 
osfiillazioni  D,  e  D.,  delle  funzioni  componenti. 

Osservazione  2.-'  Ferme  le  denominazioni  precedenti,  per  il 
prodotto  f,  (x)  f^  (x)  si  ha  valida  in  ogni  caso  la  seguente  limitazione: 

h  h  -  u  A,  -  n  A  </i  H-  /.  i^)  <  A  ^<.  +  i^ii  ^.  -^  ly^i 

Invero,  si  avrà  sempre 

Ir  +  l'J  5/,  (^)  +  \l,\  <  ^-',  +  \l,\ 

h-^\h\<fA^)-i-\h\<L,+  \h\ 

Dalle  quali  si  trae 

+  \UA  C'-^  +  ì^  i.^  <  A  L,  +  K,!  ^..  +  |/.i  />.  + 1^,  h\' 


')  Ad  evitare  imprecisioni,  qui  gli  /.  o  gli  /  sono  finiti. 
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si  associ  a  questa  l'altra 

1^,1  h + u  \>  nf^  (^) + 1^1/,  («^)  z  1^,1  /.  +  !^j  h\ 

e  si  sottraggano  membro  a  membro;  si  otterrà 

h  h  -  \h\  A  -  \U  D^  +  1^,  ZJ  </,  (.r)  /•.,  (.v)  +  '/.  / 1  <  L.  L.  + 

ovvero 

h  h  -  \U  A  -  n  D,  </,  (x)f,_  (x)  <  X.  L^  +  I?,!  Z)..  4-  |/JZ)„ 

come  volevasi. 

Corollario.  L'oscillazione  D  del  prodotto  /,  {x)f^  (x)  in  un 
intervallo  è  dunque 

D  <  /.,  L,  —  ?,  Z^  4-  2  1^,1  D,  +  2  ig  L», 
ovvero 

+  2  |Z,|  A  +  2  i/,I  D, 
<Z,A  +  Z,7J,  +  2|/J79,  +  2|gZ). 

e  se  fra  i  quattro    L^,  L^,  1^,1.,^  il   più  grande    in  valore  asso- 
luto è  Zr, ,  si  avrà  infine 

/J><3|L,|(/>,  +  A). 
Nel  caso  in  cui  è  /,  ;>  o,    /,  >  o,  si  ha  semplicemente 

e 

7)    :/.,/>, +  ^./^., 

rZ).  Teorema  di  Weyerstrass.  —  Se  L  indica  il  limiti'  sup>'- 
riore  della  funziona  y=t'(x)  neW  interv<dlo  a....b,  esiste  sempre 
ivi  almeno  nn  punto  x,  in  o;/ni  cui  intorno  il  limite  superiore  v 
L   medesimo. 
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Se  in  (jualclie  punto  x^  fosse  f{x^)  =  L,  allora  sarebbe 
questo  x^  il  punto  di  che  si  tratta:  se  ciò  non  avviene,  presa 
una  successione  di  numeri  positivi  decrescenti  e  tendenti  a  zero 


o      o 


si  potrà   determinare    entro  a b  una    successione    di  punti 

•T-j,  iPj,  .x,....,  nei  quali  i  valori  corrispondenti 

Vi     y-2     Vn     •••• 

della  y  saranno  compresi  respettivamente  tra  L  ed  L  —  ^>^, 
L  e  L  —  G^  — 

Il  gruppo  dei  punti  x^^  a^.,,  x^  —  ammette  almeno  un 
punto  limite  x^  e  questo  è  evidentemente  il  punto  cercato. 

Si  può  per  questa  dimostrazione  usare  anche  il  metodo 
di  suddivisione  in  parti  eguali  dell'  intervallo. 

Altrettanto  dicasi  del  limite  inferiore. 

Se  fosse  Z,  =  O) ,  si  prenderebbe  una  successione  di  nu- 
meri indefinitamente  crescenti 

A     ^  A     <  ^n     •••• 

e  si  sceglierebbero  i  punti  x^,  ./•,,  *•.,  ....  in  modo  che  in  essi 
fosse  rispettivamente: 

!/,>^,  ,  ìk^A  »  y^^^A   ■■■• 

e  qui  pure  un  punto  limite  degli  .r, ,  a^, ,  .r, ,  . . . .  è  il  punto  che 
si  cerca. 

Ad  es.  la  funzione 

n  _i-  x)" 1 

f(x)  ={i—  x'')  lim.    ^^  _^  ^y,  _^  ^ 

nell'intervallo  —1....  +1,  ha  per  limite  superiore  L=  1  e 
per  limite  inferiore  /  =  —  1  :  il  pnnto  di  che  si  tratta  nel 
teorema  ora  detto  è  il  punto  x  =  0:  nel  quale  precisamente  è 

fi.o)  =  o 
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La  funzione  non  raggiunge  in  alcun  punto  né  i)  valore  -}-  1» 
né  il  valore  —  1. 
La  funzione 


/  (x)  =  Um. 


,.  =   OD    «^  +    1 

in  un  intervallo  qualsiasi  — n a  contenente  lo  zero  ha  per 

limite  superiore  e  inferiore  -|-  co  e  —  co  :  il  punto  di  Weyer- 
STRASS  (come  suol  chiamarsi  il  punto  di  che  si  tratta  nella 
proposizione  omonima)  è,  per  ognuno  dei  due,  il  punto  r.pro 
ed  è 

fio)  =  o. 
Cosi  per  es.  una  funzione  y  può   definirsi   dicendo  che  è 
uguale  a  tang.  x  per  ogni  x  dato  dalla  limitazione  0  <  x-  <  — 

e  per  x  =  4-,  uguale  per  es.  ad  1  o  a  un  altro  numero  qual- 
siasi:  e  una  tale  funzione  avrebbe  per  limite  superiore  l'x  e 
per  punto  di  Weyerstrass   il  punto  .r  =  —  • 


Integrale. 

2.  a)  Poniamoci  nel  caso  che  la  funzione  ìj  =f{x)  iiel- 
r  intervallo  a...Jj,  abbia  i  limiti  supcriore  e  inferiore  finiti 
L  ed  l. 

Si    divida   l'intervallo    nelle    parti    5,,  5^,  ....  5„  :   L,\  Z,,' 
sieno  i  limiti  superiore  e  inferiore  rispettivi  nel  tratto  ò,  : 

Lx'ì  ^x,'  ili  5j,  ecc.,  ecc. 

Subito  si  vedo  elio  i  numeri 

/."'    ,     /.'  ,     ....      />' 
<»     '        -'i  \>-, 
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come  anche  gli  altri 


r  ,    r       ....    f 

a      '        X,  X 

'  n  —  \ 

formano  un  sistema  ben  determinato  di  numeri  corrispon- 
dente al  sistema  delle  parti  o, ,  o, ,  ....  6,^,  e  inoltre,  se  una 
parte  6',  di  un  sistema  è  contenuta  in  una  parte  o^  di  un  altro 

sistema,  il  numero  L^,'  corrispondente  a  o',  sarà  minore  o 
eguale  ad  L^'  corrispondente  a  5, ,  mentre  l'^  sarà  maggiore 
o  eguale  ad  l^:  ognuno  degli  l^  è  inferiore  al  corrispon- 
dente   L 

Ai  sistemi  di  numeri  Lei  che  resultano  definiti,  pel 
solo  fatto  che  è  data  la  funzione,  è  dunque  applicabile  quanto 
si  è  esposto  al  n°  3,  Gap.  I;  e  per  conseguenza,  pel  lemma  di 
Ascoli-Dabboux  se  si  formano  le  somme 

s  8,rl'   =  a,  l"'  +  s,  r"  +  ....  +  §„  z^ 

»      X  1      a       '        i     X  '        "      x, 

S-l  1  «—1 

".C  =5.  e  +hi':  +■■■■  + kì 

S  — 1  1  «  —1 

esse,  all' im^Diccolire  indefinito  della  massima  delle  parti  ò, 
tendono  rispettivamente  ai  limiti  g  e>  ^i-  0  limite  inferiore  di 

tutte    le    pensabili    somme    X  6^.  Lj      ,  G^  limite  superiore   di 

S  —1 

tutte  le  somme  ^3.,^^ 

s  —  1 

Per  una  funzione,  della  quale  è  solo  presupposto  che  rimanga 
compresa  tra  limiti  Jiniti,  esistono  dunque  sempre  i  due  limiti  ora 
detti,  affatto  indipendenti  dal  modo  di  decrescimento  di  tutte  le 
jìarti  ò:  li  chiameremo  con  Volterra,  Peano,  Pasch  il  g  inte- 
grale superiore,  il  G,  integrale  inferiore  della /(.;)  in  a  —  b;  e 
sarà  g  >  Gr, . 

Procedendo  poi  ad  applicare  anche  quanto  è  detto  al  pa- 
ragrafo fZ)  (n".  3),  si  vede  che  formata  la  somma 
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dove  f\  ludica  un  valore  (qualsiasi  compreso  tra    l  '       e  L^* 

<  —  j  I -I 

e  in  particolare  un  valore  qualsiasi  che  la  /(jl-ì  prende  in  qual- 
che punto  del  tratto  ò^,  =  a?,_, — x^,  la  condizione  necessaria 
e  sufficiente  affinchè  la  -  Ò^/,  medesima,  al  decrescere  indefi- 
nito della  massima  delle  parti  ò,  tenda  ad  un  limite  determi- 
nato e  finito,  indipendente  dal  modo  con  cui  sono  scelte  via 
via  le  ò,  e  i  valori/,,  è  che  sia  g  =  G^^  ovvero  sia 

lim.    X  0^  D .  =  0 

ponendo  D^  =  L^~  l^:  e  più  precisamente  si  potrà  riportare 
la  condizione  finale  e  dire:  affinchè  esista  finito  il 

lim.    X  \  f\ 

11=0 

è  necessario  e  sufficiente  che,  preso  un  numero  o  positivo  a  piacere, 
sempre  si  trovi  j^oi  un  sistema  di  ])arti  6^,  pél  quale  resulti 

1)  \^KD,\     <a.') 

Quando  ciò  è,  il 

H=rj 

chiamasi   integrale  definito    della    funzione  f{x)    nell'  intervallo 

<L h:  la /(a?)  dicesi  ivi  integrabile,  atta  alV  integrazione  definita: 

la  condizione  1)  è  la  condizione  d'  integrabilità. 

b)  Segniamo  i  punti    di    divisiono   x^,  .t^  ,  i'„_,  tra 

<i  Q  b  : 


b: 


')  Le  oscillazioni 

D,  '—  L,  -  L 

sono,  di  lor  natura,  positive:  le  ò,  sono  tutte  positive  o  tutte  nt'giitive 
secondochè  è  a    ,  6,  ovvero  a  Z>  b. 
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si  potrà  scrivere 

indicando  con  d.jc^  la  differenza  ce,  —  x',_,  tra  due  valori  x. 

Se  si  indica  con  dx  una  qualunque  delle  doc^,  dx,,  ....  </a;„ 
e  con  f{x')  f{;r")  fix"'^')  i  valori  della/(.T)  in  punti  rispet- 
tivamente presi  nei  tratti  dx^,  dx,,  dx,,  si  avrà 


Um.    18 J,  =     lim      lf(x"^)  dx, 
0  =  0  dx,.  =  0 

e  scrivendo,  genericamente,  dx  in  luogo  di  (/a?,,  /(;')  in  luogo 
di  /(ce'*'))  verrà 


Um.    ^Ss/s  =     Um.     Yéf  {x)  dx. 
6  =  0  dx  =z  o 


Ora  il  limito  della  1f{x)dx  al  tendere  a  zero  di  tutte  le 
parti  dx  si  denota  col  simbolo 


e  leggesi  integrale  della /(.i)  in   a b,  ovvero  integrale  definito 

fra  a  e  h. 

Nella  ricerca  di  questo  integrale,  vale  a  dire  del 

Um.     iif  (ce)  S  ce 
dx  =  0 

le  0,,   cioè  le  dx   possono  essere    scelte  e  fatte   decrescere  se- 
condo una  logge  qualsivoglia:  i  valori/^,  cioè  gli /(ce)  possono 

pure  essere    scelti  a  piacere  dentro  i  limiti    detti    L/    elj 

.        .    -,  .  '-*       *-' 

SI  può  dunque,  senza  che  ciò  influisca  sul  limite,  prendere  le 

Oj.  tutte  eguali  tra  loro  e  per  gli  /  i  valori  che  la  /(ce)  ha  negli 
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estremi  iuferiori  o  superiori  dei   tratti  ò,;  diuioilochè  si  potrà 
anche  scrivere 

f{.r)d.r=^  lim.   lo,/,  =  lim.  i f {.>■), Ix 
ò,  =  0  '  u  =  ce  ' 

/    

dove  ogiiima  delle  djo  è  eguale  a  e  /(.'•)  indica  il  valore 

della    funzione  nell'  estremo  del  tratto  dx,  come  si  è  detto. 

Il  prodotto  / (x')  (^  ■<■  dicesi:  un  elemento  deWintegrcde,  e  vera- 
mente l'integrale  non  è  che  la  somma  d'infiniti  termini /(./•)  (/.e 
scelti  come  sopra  è  detto:    o  più    precisamente:    il    limite    cui 

tende  la  somma    lf(x)dx,  t/uando,  col  crescere  di  n,  cresce  inde- 
I 

Jinitamente  il  mimerò  dei  termini^  e  ognuno  di  questi  va  indefini- 
tamente impiccolendo  con  dx. 

I  numeri  a  e  ò  si  dicono  gli  estremi  dell'integrale,  od 
anche  limiti  superiore'  e  inferiore  di  esso. 

Gli  integrali  superiore  e  inferiore^  che,  come  si  è  detto, 
esistono  distinti  se  non  è  verificata  la  condizione  1),  sono  in- 

dicati  con     /    f{.r)^x  e     /    f{x)dx;   ma    di    essi   qui   taremo 

poco  uso. 

Osservazione.  Si  segnino  in  a b  i  punti 

a,     a  -\-  dx,  a  H-  2  dx,  -\-  —  a  +  (u  —  l'i  </■'•,  l> 

equidistanti  e  si  formi  il  prodotto 

^^^        ^^^f^a)  4-/(a  +  c7.r)    +    f{a  +  '2dx)  +   ••••    ^ 

n 

n 

Se  si  immagina  che  il  numero  n  cresca  indetìnitamento 
si  vedo  bone  che  quel  prodotto  ha  per  limito 

f'f{x)dx 
bene   inteso,  nell'ipotesi  elio  la  /i'     Ma    miegrabile. 
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La  somma 


/(a)  +  f{a  +  dx)  +   ....+/ (a  +   \n-l]ch-)  +  f  {h) 


è  la  media  aritmetica  di  n  -\-  Y  valori  della  funzione,  presi 
in  punti  equidistanti:  l'integrale  può  dunque  riguardarsi  come 
il  limite  del  prodotto  di  quella  media  per  l'ampiezza  dell'in- 
tervallo, al  crescere  indefinito  di  n. 

e).  Significato    geometrico    d'integrale.  —  Si  consideri  la 

curva  immagine  della  funzione  y  ^^f  {x),  Diviso  l'intervallo  a h 

nelle  parti  ò,  o^ ....  ò,^,  (Fig.  l,-"^),  si 
inscriva  nella  curva  la  poligonale 
i  cui  lati  hanno  sull'asse  x  le  pro- 
iezioni §j  §2 . . . .  o,j.  Conducendo  le 
ordinate  corrispondenti  ai  punti 
di  divisione,  si  ottiene  l'area  con- 
tenuta tra  la  poligonale,  l'asse  x 
e  le  due  ordinate  estreme,  decom- 
-  posta  in  tanti  trapezi  T^  Z"., ....  T",,. 
Chiameremo  area  contenuta 
tra  la  curva  y  =f  (.r),  l'asse  x  e 


4 


Fig.  i." 

le  due  ordinate  a*  =  a  e  aj  =  6,  il  limite  al  quale  tende  l'anzi- 
detta area  della  poligonale,  quando  s' immagina  che  le  parti  Ò 
decrescano    indefinitamente    e    in  modo  arbitrario. 

L'area  di  una  curva  esisterà 
dunque,  cioè  la  curva  racchiuderà 
un'  area,  quando  esisterà  un  limi- 
te delle  aree  delle  poligonali  suc- 
cessivamente considerate  in  corri- 
spondenza all'impiccolire  delle  5. 

Troviamo    1'  espressione     di -^ 

questo  limite. 

Indicando  T,,  il  trapezio  cor- 
rispondente alla  parte  5,,  come  .si  vede  in  figura  (Fig.  2."),  si 
avrà: 


a 


Fig.  2J' 


Ts  =  %f(x,.,)+^S,.   ;/[x,]-/(a.,..){ 
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4'J 


donde 


poneudu 


1 7;=iX/,.v.,)  +  A  ie.;/r..o  -/f;r...); 


=  £gJ(a-,_,)+4-IÒ.A/(u5,..) 


/(.'^'.J-/'(^-..-,)  =  A/(.r,.,). 


La  1  7'^  indica  duuijue  1'  area  contenuta  da  una  poligo- 
nale, dall'  asse  a-  e  dalie  due  ordinate  a;  =  a,  x=^b.  Passando 
al  limite  per  le  ò  decrescenti  a  zero,  si  avrà  che  il  limite  di 

1  T^  esisterà,  se  esisterà  il  limite  del  secondo  membro:  e  que- 

sto,  si  vede  subito  che  esiste  se  la/ (a-)  è  atta  all'integrazione. 
Se  ciò  è,  sarà  verificata  la  condizione: 

lim.     lò,i>,  =  0; 
ma  è  certamente 

quindi 

epperò  allora  è  anche: 

lim.    lo  A./(^,.,)  =  0, 


donde 


8..  =  0   ' 


lùn.    i  I\==  f'f{x)dx. 


Aii/.LL.v.  —  y<<i.  I 
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IJ  area  contenuta  tra  la  curva  y  ^  f  (x),  Vasse  x  e  h  due  or- 
dinate x  =  a,  x  =  b,  è  dunque  espressa  da: 

.1    f{x)dT. 

La  curva  si  dice,  in  tal  caso,  quadrahile  ed  è  per  questo 
che  il  calcolare  un  integrale  si  dice  anche  eseguire  una  quadra- 
tura, vale  a  dire:  il  calcolo  di  un  integrale  è  la  determinazione 
di  un'  area. 

Si  noti  che  quell'espressione  di  un'  area  nulla  presuppone 

circa  al  segno  di /(.r);  se  la /(a?)  non  ha  sempre  in  a h  lo 

il  ^ 

stesso  segno,  la  -o^f\  si  comporrà  di  termini  positivi  e  ne- 
gativi e  il  limite  di  essa  cioè  V integrale,  rappresenterà  la  somma 
algebrica  dell'  area  racchiusa  dalla  parte  o  parti  di  curva  gia- 
centi al  di  sopra  dell'asse  -r  insieme  con  l'altra  racchiusa  dalla 
parte  giacente  al  di  sotto, 

d)  Una  curva,  come  si  sa,  può  esser  data  in  coordinate 
polari  mediante  un'  equazione 

dove,  fissata  che  sia  ima  retta  come  asse  e  un  punto  su  (juesta 
come  oiigine,  (o  rappresenta  l'angolo  che  fa  con  l'asse  il  rag- 
gio [j  che  va  dall'origine  (polo)  al  punto  il/" generico  della  curva 
e  [j  indica  la  lunghezza  di  quest'  asse. 

Si  considerino  i  due  raggi  vettori  che  vanno  a  terminare 


Fig.  5." 

a  due  punti  J/,  ì\l\  (Fig.  .'3. '),  della  curva  e  l'arco  di  (questa  che 
ha  per  estremi  questi  punti  M  e  M'. 
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Dividiamo  l'angolo  dei  due  raggi  M'(fM  in  parti 

cibi  ^  doì  ^  .  . . .  (io)  „ 

e  uniamo  col  centro  gli  estremi  dei  raggi  dividenti:  inoltre  trac- 
ciamo le  corde  degli  archi  corrispondenti  ai 

chi) ^  clo)_  ....  doì^^. 

Avremo  cosi  inscritta  nella  curva  una  poligonale,  che  in- 
sieme coi  due  raggi  estremi  racchiude  un'  area,  somma  di  // 
triangoli. 

Si  immaginino  infiniti  sistemi  differenti  di  parti  (ìi»^  e  le 
corrispondenti  somme  di  triangoli;  se  comunque  costruiti  gli 
angoli  c?(o^,  e  comunque  si  pensi  l' impiccolimento  indefinito 
e  simultaneo  di  essi  sempre  avviene  che  esista  un  limite  fisso 
determinato  e  finito  per  le  successive  somme  di  triangoli,  que- 
sto limite  si  chiamerà  area  racchiusa  dai  due  raggi  estremi 
e  dall'arco  compreso  tra  essi. 

Dimostreremo  che  se  la  funzione 


nell'intervallo   nv,  oj,  è  atta  all'integrazione,    (quell'area  è 

data  dall'integrale 

dove  i)ì^  e  co,  sono  gli  angoli  coli' asse  dei  raggi  (JM,  u.M  . 

Troviamo  l'espressione  di  uno  dei  triangoli,  ad  es.,  del  trian- 
golo Oil/,  7l/,;  sia  ih)  l' angolo  .1/,  OJ/,  .  Con  centro  in  O  descri- 
viamo tra  i  lati  0J7,  e  OM,  due  archi  di  circonferenza  con 
raggi  rispettivamente  eguali  ai  raggi  massimo  e  minimo  ;, , 
e  0,,  che  compariscono  nell'arco  di  curva  Jf,  ^l^•.  il  nostro 
triangolo  è  compreso  tra  le  aree  dei  due  settori  circolari  cosi 
descritti  o  si  potrà  (piiudi  scrivere 


()M      M  '/■   ./(o   -f        1    (    o"—   '/   )  >fin 


ì(^-^ 
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dove  [j  indica  ad  es.  il  raggio  vettore  <>M^  compreso  tra  f^^  e  fy^ 
e  Yj  è  1111  numero  tra  —  1  e  +  1.  Si  ha  quindi,  intendendo  il 
segno  X  esteso  a  tutti  i  triangoli 

1  UM.^  ili,  =  -^-  X  f.-'  dio  +~^r;  ("[/'  -  k)  (l  '•^i 
il    1    del    "2"  membro  essendo    esteso  a  tutti  i  c/co  segnati    tra 


co,,  e  co,. 
Ancora 


1    OM^  il/,   =    -y    1   (/  e/ co    +     Y     '  '"'  ^'^'   "   ^'-^    ^''  +  ^'^    '^''• 

Lungo  l'arco  di  curva,  che  supponiamo  interamente  gia- 
cente a  distanza  finita,  sarà  sempre 

h  +  h  <  '^  R 

R  essendo  il  limite  superiore  della  funzione  p.=/(to),  tra  co,, 
e  00,;  fjj  —  [j.,  sarà  al  più  l'oscillazione  JJ^,  della  [j  nel  tratto 
da  co  a  co-f"^^"^-  dimodoché   il  2"  termine  del    2°  membro  dà 

ì^-y  (K  -  h)  (h  4-  f>..)  dio]  <  2  A'  ì:  I),  cho 

Ora  se  la  funzione 

nell'intervallo  co,, co,  è  integrabile,  ciò  porta  che  sia 

lim.     )ìi  D,,  c/co  =  o 
c/co  =  0 

e  di  conseguenza  essendo  pure  integrabile  f/,  come  subito  si 
vede,  si  avrà 


lim,     .^  [j  UD)=  I     p-  0  co  : 
c/to  = 
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e  infine 


if 


come  numero  esprimente  l'area  tra  i  raggi  '>-U, ,  <>M^  e    l'arco 
compreso. 

fi).  Un  integrale  ilefìnito  rappresenta  dunque  un'arca: 
ma  se  la  funzione  che  si  considera  e  della  quale  si  considera 
l'integrale,  sta  a  rappresentare  un  ente  che  non  sia  una  curva, 
jmò  bene  l'integrale  avere  significato  diverso  da  ijuello  di  area. 


Proprietà  degli  integrali. 

3.  a).  Se  ima  funzione  è  infegrnhile  da  a  a  b,  /«»  r  pure  'In 
b   ad  a. 

E  infatti 

//   Se  sì  invertono  gii  estremi  fra  cui  è  de.finitn  un  infegmìfi' 
esso  muta  soh^  di  segno,  cioè  si  ha: 

f"  f{x)d.v=    -  f    f{o)d.r. 

Il 

Basta    ricordare   la   definizione.      /     f{j-)d.r    e    il    limite 

1 

della  1  ò,  /",  dove  le  o,  sono   parti  contate  nel  verso  da  a  a  A  : 
l' f{-r)d.r  similmente   sarà   il  limite  della   1  ò\/',  dove  lo  -V 

h 

sono  parti    contate  noi  verso  da  A  ad  a.    ^fa   n<'lla    ric^erca   ili 
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questi  limiti  si  è  pur  detto  che  la  legge   con  cui  le    parti  ò, 
0  §',  sono  prese  ed  i  valori  /",,  o/',  sono  scelti,  non  ha  influenza: 

n  ti 

nelle  due  somme    ^6,/,  e  1^6',/',   prendiamo   dunque   sempre 

ò',=  -e,  ed /:=//. 


SI  avrà  cosi 


quindi 


>:6',/',=      xs,/:. 


lim     il  5'.s/ 's  =       —     ^*''"*  ^  ^x  /!v 


che  è  quanto  si  voleva  dimostrare. 

e)  Se  f  (x)  'ì  integrabile  da  pì  n  h  e  g  ii  tni  2>iint.o  intermedio, 
si  ha: 

/(ce)  fZ  X'  =    j   f  (x-)  d  X  -\-    I   f  (x)  d  X . 

Il  a  e 

Intanto,  per  l'ipotesi  fatta,  sarà  soddisfatta  la  condizione 
livi.     ì  6,  Z>,  =  0 

dove  è: 

ò,  +  0,  +  ....  o,^==b  '  a 

n 

Poiché,  se  ÌL  0,  />,  tende  a  zero  col  decrescere  delle  o<,  in 

1    '      ' 

un  certo  modo,  ciò  avviene  egualmente,  se  le  S^  decrescono 
secondo  qualunque  altra  legge,  cosi  si  può  (|ui  supporre,  che 
il  decrescere  delle  S,.  avvenga  in  maniera  che  il  punto  e  sia 
sempre,  in  tutti  i  successivi  stati  pei  quali  passa  il  sistema 
delle  parti  o„  un  punto  di  divisione:  dimodoché  si  potrà  scri- 
vere : 


1  1  »H- 1 
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essendo: 


■»...  +  ■•••  +  ò,,  =L 


!J   <• 


I  termini  ò,  />,  sono  tutti  di  un  medesimo  segno:  «quindi 
dall'  essere 

lim.     £  e,  /).  =  0 

discendi^ 

lim.     't  ò,  IJ   =  () 


lim.         1    ò,  Z>    =  U 

0-0  =  0 


il  che  prova  l'integrabilità  della  /"(/')  nei  tratti  a.... e  e  e.  .l>. 
Inoltre  è: 

donde  : 

n  »t  " 

Zm.  ì:ò,/,  =  //m.  lej;  4-  lim.   I  ^:,/ 


cioè: 


Il  1 

Osservazione  1.-'  Si  può  scrivere: 

r''f{x)dx=  r"f{.r)d.r—    Ì^\f[x)dx 

a  -t                                              e 

Cy  (,c)  d\r  =  r"f  (.'•)  fi  .'•  4-     /  '/  l-r)  d  X 
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cioè  il  punto  />,  che  serve  qui  alla  decomposizione  iu  due  di 
un  integrale,  può  anche  essere  scelto  fuori  degli  estrerai  di 
questo,  purché  la  funzione  sia  sempre  integrabile  in  ogni 
tratto  che  si  viene  così  a  considerare. 

Osservazione  2.^  È  manifesto  che  si  può  decomporre  un 
integrale  nella  somma  di  un  numero  qualsivoglia  di  integrali 
estesi  a  tratti  dell'intervallo  primitivo. 

(I).  Se  f  (x)  è  la  somma  di  due  fimzinni  f ,  (x)  e.d  f  ^  (ix)  in- 
tegrabili tra  a  fi  b,  essa  jjure  è  ivi  integrabile  e  si  ha: 

I  ■/  (.r)  d  X  =   j7.  i^)  'l  -r   +    J  "f,  (*)  ^l  -r- 

a  (1  H 

Siano  /),,  /), ,,  7|,,^,  le  oscillazioni  rispettive  delle  /  (.r), 
/i  (.r),  /,  (a?)  nel  tratto  ò /.  si  è  veduto  (n."   1,  r'  Gap.   IT)  che  è 

A  <  A,.  +  A,.. 

Quindi: 

1  I       '         1       - 

o  .-^e  al  tendere  delle  ò,  a  zero,  tendono  a  zero 

V5,  /),,,,    e    f  S,  7).„, 

vi  tende  pure  S  o,  Z),. 

AJ  dìDK/ne  integrabile  la  f  (x). 
Dall'  eguaglianza 

/(■-)=/.  (■^•)+/.  0*) 
deriva  poi 
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indicando  .i\  un  punto  scelto  comunque  nel  tratto  ò,:  si  ha  di 
qui 

f  *"/  C^')  d  .r  =     I  "V,  (.'■)  d  .r  +  j'}\  (..)  d  j: 

t  a  n 

Osservazione.    Il    teorema  è  vero    anche    se    le    funzioni 
componenti  sono  un  numero  finito  qualunque. 

a).  Se  i  (x)  è  integrnhi/e  fra  a,  e  h,  lo  è  anche   ci(X)  t'sstnnlo 
e  ^ina  costante  ed  è: 

f\f{.r)d.v  =  c  J'"f{.r)dT. 

Il  ri 

Evidentemente  se  è  D^  1' oscillazione  di/('.r)in  ò    sarà  r  h 
quella  di  e  f  {^r)'.  quindi,  le  due  somme 

i  Ò,  />„      ì  5,  cf),  =  ci  ò,  I)^ 

l'i  I     ■ 

vanno  a  zero  insieme  con  le  ò, . 
Inoltre,  le  due  somme: 

I  a,  /  (X.)     e    l%cf  (a-J  =  e  1  ò./  (a;,) 
1  I  1 

con  X,  punto  preso  in  ò, ,  hanno  per  limiti  rispettivi,  al  decre- 
.><cere  delle  o^: 

f'f{x)dx     e     cl'"f(x)dT, 

a  >t 

I     cf{x)dx  =  c    I    f{x)dx. 

a  II 

Osservazione.  Se  è  costantemente 


cioè: 


SI  avrà 


f    e  dx=  e  f  d  X  =       c{h  —  n). 
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Ad  es.  in  coordinate  polari  l'equazione  del    cerchio  è 

[j  =  r  {cosf. 

quindi  la  sua  area  è 

1     /^2T  r'      .  2- 

—  f      p    doì  =  -^     I      d  (tì 

0  0 

2 
f).  La  funzione  prodotto  di  due  funzioni  intcgrahili  ira  a  e 
b  <ì  pure  integrabile. 
Sia 

f{x)  =  l\  (^).  /;  (.x), 

siano  L,,  L, ,^  7^,,^  i  limiti  superiori  rispettivi  in  un  trattori^: 
/?,,  /, , ,  Z,,  ^  i  limiti  inferiori:  L>.,,  />j,  .  Z),,  ^,  le  oscillazioni. 

Per  quanto  abbiamo  veduto  nel  corollario  w."  1  e)  Gap.  II, 
si  avrà: 

A.  <  A>.  A,.  +  i,,.  /:>,,..  +  2  |z,,j  y>,,.  +2  |/,,j  /9„„ 

opperò 


+  21  |/„.|  ò.  y;^,^,  +  2  I  K„J  o,./>„...; 

dei  due  numeri 

L    e    Z 

limiti  superiore  e  inferiore  nell'intero  intervallo,  sia  L  il  più 
grande  in  valore  assoluto:  si  avrà 

x  §..  JK  <  m  ! ^  0,  y>,, .  +  x  ò^,  7>.„ ,  +  2  1 5,  (z;„ ,  +  />„.. );. 
1  1  l'I 

Dall'  essere 

lim.     15    yj,,^  =  0 
5..  =  o    ' 
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deriva 


o„=0    ' 


Uni.      S  5    D    =  0 


che  prova  il  teorema. 

OssRRVAZiONE.  Il  teorema  vale  anche  se  il  prodotto  si  com- 
pone di  più  fattori  in  numero  finito. 

g).  Se  f(x)    (i  integrabile  in  a.  ..b  lo  iì  pure    „      r   purché 

I  (X* 

sin  sempre  |f  (x)|  >  ^,   l>0  ed  f  (x)  sempre  di  un  segno,  per  es.^ 
positivo. 


In  tal  caso  è  : 

-1 

1        1 

ti  ò. 

1 

1        1 

X 

-  /H    -  L. 

Quindi  se  D'    è  1'  oscillazione  della   7.-—  ivi,  si  ha 


ossia  e  : 


L  —  /„ 


^5   /L_n  =  v5  4r^<v, 

^  ^  V/,     L,y      v'^-  Lj,       .  ^     /.- 

n  1       " 

il  che  prova  l'asserzione. 

È  evidente  che  se  /(./•)  è  sempre  negativo  il  teorema  sus- 
siste ugualmente,  perchè  è  questione  del  fattore  fisso  ( —  1). 

Così,  se  avesse  solo  un  numero  finito  di  mutamenti  di 
segno,  si  spezzerebbe  l' intervallo  in  pari  i  :   in  oi;ni  parto  dove 
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la  f  {x)  conserva  uno  stesso  segno,  essendo  integrabile,  lo  sarà 
anche  nell'intero  a  —  h:  ben  inteso,  supposta  sempre  verifi- 
cata la  \f{^)\  >  ^  ,  ^  >  0  . 

OssERVAzroNE.  Il  teorema  può  essere  dimostrato  anche 
togliendo  qualcuna  delle  condizioni  poste:  ma  per  noi  basta  il 
caso  considerato. 

f  (x) 

li).  La  funzione  f(x)  =  -^-, —  dove  la  f ,  (x)  in  a b  noìt 

^  f,  (x)  -^  ' 

muta  mai  segno  ed  è  sempre  jf^  (x)|  >  1,    coìi    1^0,  «   integrabile 

se  lo  sono  f^  (x)  ed  f,  (x). 
Si  ha: 


fA^) 


e  la  proposizione  è  una  conseguenza  delle  due  precedenti. 

A;).  Se  f,  (x)  ed  f,  (x)  sono  sempre  eguali  in  ogni  punto  x 
di  a....b  eccettuati  alcuni  punti  in  mimerò  finito:  allora^  se  una 
è  integrabile,  lo  è  anche  V  altra,  e  si  ha  : 


Si  segnino  in  a  ....b  i  punti  nei  quali  /,  (a;)  e  /,  (ce)  sono 
disegnali,  e  si  rinchiudano  con  tratticelli  ò',  ò'^  —  ò'^,  la  cui 
somma  può  supporsi  piccola  a  piacere:  poi  la  parte  rimanente 
di  a....h  si  divida  in  parti  a  piacere  o,  o,  —  5,,^. 

Si  avrà  per  una  funzione  qualsiasi    I   5,  Z>,  =  -  6,  A  4- 

-f-  )l  5'j,  D\  :  se  /,  (ce)  è  integrabile,  questa  somma  teude  a  zero 

colle    0,  e  5',:   la  somma    analoga    per  la   /,  (a;)    digerisce    da 

quella  per  la/,  (j*)  solo  nel  termine  il6',  Z)',  :  il  qualo,  qualun- 

que  siano  le  /)',,  può  farsi  piccolo  a  piacere  per  fatto  delle  ò',. 
Le  /,  (x)  e  /,  (x)  sono  dunque  insieme  integrabili. 
In  ogni  tratto  ò,  e  ò',  si  potrà  sempre  scegliere  un  punto 
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X,  uel  quale  la  /,  (')  e  la  /,  {.'•)  siano  eguali  e  cosi  avere  sem- 
pre, cioè  in  ogni  stato  per  cui  passano  le  ò,  impiccolendo: 

tdj^{j-)  =  ìrj  (...) 
donde 

f    /,  (.'•)  dx=   I    f,  (x)  dx  . 

a 

Ricordando  il  significato  geometrico    d' integrale,    (questa 
eguaglianza  si  rivela  evidente. 

l).  Primo  teorema  della  media.  —  Se  f",  (x)  ed  f'^  (x)  sono  due 
fiiit^ioìiì  integrabili  in  a  —  b  (a  <  b):  se  è  bemjyre  A  >  f,,(x>  >  0 
{con  A  finito)  e  L  ">  f  j  (x)  ^  1  ,  .sì  ha  : 

L  j  "f,  (x)  d  .r  >  ^  /  ' V;  (•^.  /;  (--•)  dx^ilj  "a  (.0  d  x  . 

n  II  'i 

I 

Invero  è: 

donde: 

/,  (x)  (L  -/,  (a-);  >  0  ,    /:  (0-) (/.  (.r)  -  Z)  L < » 

e 

Lf,{x)>fJ:.-)   .f.(x)-If.{-r) 
da  cui  infine 

A  J"f^  (x)  d X  >  J  ■'/,  (^-  /;  (■'•)  .  d -e  1  /  J  '  S,  l'-l  ^^  •'•  • 

Se  fosse  sempre/.,  .r  --o,  sarebbero  mutati  i  segui  della 
limitazione:  similmente  so  fosse  a  >  6. 
In  ogni  caso  si  avrà 

J  'A:^'  f.  ■'•  '^  ■'•-''    J     J\  ■'■  '('■ 

con  ')  numero  compreso  tra  L  e  /. 
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Se  è  per  ogni  .'•,  /.,  (x)  =  1 ,  resulta 

P/i  {^)  dx  =  f}{b  —  a) 


ovvero 


0  =/,(«....  6)=^-^    l"'f,{x)dx 


f\(a....h)  indicando  un  valore  intermedio  tra  L  e  l. 

Questa  formula  ha  una  ben  facile  interpretazione  geome- 
trica: vale  a  dire,  il  0  e  il  b —  a  sono  rispettivamente  altezza 
e  base  di  un  rettangolo  equivalente  all'  area  contenuta  dalla 
?/=/(./•),  dall' asse  .v  e  dalle  ordinate  .ìz=a,  x  =  h. 

Osservazione.  Il  calcolo  tJi  un  integrale  è,  in  sostanza, 
secondo  la  definizione,  il  calcolo  del  limite  di  una  certa  somma, 
in  cui  il  numero  dei  termini  cresce  indefinitamente  mentre 
ognuno  di  essi  indefinitamente  decresce. 

Vediamo,  in  alcuni  semplicissimi  esempi,  come  un  tale 
calcolo  si  effettui,  valendosi,  ove  occorra,  delle  proposizioni 
sin  qui  stabilite. 

r  Sia  ?/=/(.r)  =  a.r  nell'intervallo  a.... /^,  (Fig.  4.^'). 


.    "0  a 

Fig.  i." 
Si  divida  r  intervallo  in  parti 

r  oscillazione  in  un  tratto  S^  è 
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quindi 

t  d^  JJ^  =  a  i  Ò\  : 

se  ò  è  la  nuissima  delle  parti  ò,  ,  o., ,  ò„ ,  si  ha 


Ìj  0     <  0  1  0, 

ì      s  I       ■ 


<  Ò  (ò  —  ti) 

il  che  prova 

lim.     ÌjÒ^  D  =^  o  . 

La  funzione  a  a-  è  dunque  integrabile. 
Se  si  prende,  come  è  permesso 

si  ha 


a 


(-.') 


2 

per  modo  che 


E  1'  area  di  un   trai)ezio. 
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_ ^_ 

2".  Si  determini 

J     (aaj4-p)fZu;. 

a 

Si  La 

(a  .T  4-  [j)  cZ  03  =  a  J     xdx  -{-[-i  J     d. 


=  (b-a))  a 


Ci-'h-'i 


3°.  Calcoliamo    1'  area  eritema  di  un  segmento   parabo- 
lico Od  .1,  (Fig.  5.''). 

Dall'  equazione    della    para- 


bola 
tji  trae 


x'  =  2 


PI/ 


ce' 

dimodoché  l' arca  cercata  sarà 
/  «  «-  1      r« 

'        —-  dX  =  pr-      I       X    dx 

\      2p  2p  ^ 


se  la  funzione  ?/  =  or    e  atta  ai- 

...  .  ^  Fuj.  5." 

l  integrazione. 

Ora  essa  lo  è,  perchè  essendolo,  come  si  è  veduto,  la  fun- 
zione 7.  a;,  lo  è  anche  x   e  per  la  prop.  /)  precedente  lo  è  a;^ 
Si  calcoli  dunque 


lim.    il  6„  .  x'  ; 


si  può  prendere 


p.       ->       .         J^     7 
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fio 


quindi  è  da  trovare 


.-  i(ij-m--*<?^fh 


=     Um.     )  -^(1  +  2^+ ....  +  («— Ir 


i 


=     Um.         ^  .  lH.(n+l).(2u-f-l) 


dimodoché  1'  area  cercata  è 


-j  3  1 

T—  .  —-  =  -—,  del  rettangolo  oaAB 
Ip       o  o 


4'^.  Ancora  si  consideri 

in  un  intervallo  a h  con  a>o^  e  A;  differente  da 

In  un  tratto 


—  1 


1-    1  + 


ì:)l 


Ar/.elà.  —  Voi.   I. 
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eppero 


ì:  r:^.  D^  =  ì:  e,  x 


1    -^ 
X 


1  — 


a?. 


e  ricordando  die  è 


lim. 


i^I-' 


SI  ritrova 


lim.      )l  d  D^^^o. 
K  =  0 


Si  calcoli  dunque 


/     x''  dx  . 


Se  si    facesse    l' ipotesi,    che  si  presenta  più  naturale,  di 
dividere  l' intervallo  in  parti  eguali  coi  punti 


x^  =  a  -\-  li  ^  a;^  =  a'j  -|-  /< ,  h  =  C6'.,_,  -|-  li 


si  avrebbe 


I  0,/,  =ìh    S  a"  +  (a  +  hf  +....  +  (r,  +  (H-  1)  h)>^ 


di  cui  ora  sarebbe  difficile  trovare  il  limite. 
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È  più  opportuno  dividere  l'intervallo  inserendo  fra  a  e  ò 
dei  medi  geometrici 

x^  =  ah  j  X,,  =  oìi\ 

e  si  avrà  allora 

i  5^/;  =  i  ah^-'  {h  —  1)  {ah-  -'/■■  = 

=  Ìa}.'-'fh  —  r)a'-h''--'' 

=  (//  -  1)  a"^'  S  1  +  /''•■"  +  Jr  '-'  +....  +  /<"-" <*-■'} 
l  ò 

0  7,"^  +  '!  1  "? 


ma  è   ah"  =  b:  quindi 


/./.  -1  ^,A+i  /,  1 


st'  (j[ui  si  fa  //  —  1  =  i  j  resulta 
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ma  e 


quindi 


...,  (1  +  ty--'  —  1 

luì.     ^         '        ^ 


Um.  yi_j_zi :  =  ^  +  1: 

.  =  0  * 


Osservazione.  Questi  esempi,  i  più  semplici  possibili,  già  ac- 
cennano alla  laboriosità  che  generalmente  accompagna  la  ri- 
cerca diretta  dal  limite  della  sommatoria,  e  mostrano  come 
la  scelta  opportuna  del  sistema  delle  parti  ò  influisca  sul  pro- 
cedere   di  questa  ricerca. 

Si  comprende  come  per  funzioni  meno  semplici  una  sif- 
fatta ricerca  possa  riuscire  difficile  e  anche  ineffettuabile. 

Vedremo  più  innanzi  un  metodo  generale  e  immediata 
per  la  determinazione  di  tali  limiti. 

m).  In  ognuno  degli  esempi  addotti  abbiamo  dimostrato 
direttamente  la  integrabilità  della  funzione  presa  a  conside- 
rare: ma  possiamo  anche  subito  indicare  una  classe  generale 
di  funzioni  sempre  atte  all'integrazione:  sono  le  funzioni  co- 
stantemente  non  decrescenti,  o  costantemente  non  crescenti,  al  cre- 
scere di  u3  da  a  a  ò:  le  funzioni  tali  cioè,  che  se  x,  e  x,  sono 

due  punti  di  a b  ed  è  x^  <  x^,  comunque    del    resto   essi    siano 

scelti,  sempre   si  abbia 


ovvero,  sempre 


•/K)£/(-^.) 


/(•^.)>/K) 


rispettivamente. 

Sia  -3  un  nimiero    positivo   fissato    comunque    piccolo.  Si 
avrà 

p  ^  <L  —  l  <{p  -\-l)n 
p  essendo    un  numero  intero    determinato   per  ogni  n  che    si 
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scelga;  L  e  l  i  rispettivi  limiti  superiore  e  iuferiore  della/  j:) 
in  n  —  b. 

8i  consideri  un  sistema  qualsivoglia  di  parti  ò  ,  ò., ò, 

in  a ò:  quelle  tra  esse  in  ognuna  delle  quali  l'oscillazione 

può  superare  'j,  non  possono  mai  essere  in  numero  maggiore 

di  p:  siano  desse  le  ò'      ò', ò',.  .  in   o^^nuna   delle   rima- 

uenti  ò  ,,  ò  j,  ....  5  „  _^j  l'oscillazione  sarà  minore  o  eguale  a  -3. 

Si  potrà  dunque  scrivere 

115,  Z>,  ="ÌV  D",  +  V   6'.  />' 

essendo  i>",  e  i>',.  le  oscillazioni  nelle  rispettive  parti  ò"g  e  ò\.  . 
Sarà  quindi 

£  ò,  2>,  <  a  (ò  --  a)  H-  (L  —  ^j  t  Ò',, 

-Ma  la  £  ò',.    può    evidentemente  farsi  più    piccola  di  un 

numero  s,  scelto  piccolo  come  vuoisi  indipendentemente  da  z: 

si  può  dunque  rendere  piccola  a  piacere  anche  la  1,  ò^.  />, ,  nel 

che  appunto  risiede  la  condizione  di  integrabilità. 

Corollario.  E  atta  all'  integrazione  ogui  funzione  tale  che 
per  essa  l'intervallo  può  spezzarsi  in  un  numero  finito  di 
tratti  in  ciascuno  dei  quali  la  medesima  è  sempre  costante- 
mente non  decrescente,  ovvero  costantemente  non  crescente:  la  qual 
cosa  si  suole  anche  esprimere  dicendo  che  la  funzione  fa  in 
a  —  h  solo  un  numero  finito  di  oscillazioni:  vale  a  dire,  passa 
dal  crescere  al  decre.scere  solo  un  numero  finito  di  volte. 
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Continuità. 


4.  a)  Una  funzione  y  =  f  (x)  definita  in  a ....  b  si  dice  con- 
tinua in  un  punto  x^  di  questo  intervallo,  se,  preso  uu  numero  po- 
sitivo o  piccolo  a  piacere,  si  pub  poi  sempre  determinare  un  in- 
torno (x„  —  ò,  x^, -}-  t)  tale  che  per  ogni  punto  x^ -)- h,  che  cade 
in  esso,  si  abbia 

1)  '  •/(■^■o  +  /0-/WI<^. 

Se  .T„  coincide  con  a  o  con  b,  l'intorno  da  determinarsi 
sarà  da  a  ad  a  +  s,  ovvero  da  b  a  b  —  o  rispettivamente. 

Si  noti  bene  che    dicendo  definita  in  a b   si  vuol  dire 

che,  per  ciascun  valore  x  ivi  la  funzione  lia    un  valore  deter- 
minato e  finito. 

Si  può  qui  dare  una  delucidazione,  dirò,  geometrica. 
Si  segni  (in  fig.  6.^)  il  punto  x„  e  l'ordinata  f{x„):  di  cui 
l'estremo  sia  m. 

Al  di  sopra  e  al  di    sotto   di   m   si    riporti    un    tratto    di 
lunghezza  cs:    per  i  punti  così    de- 
I  ^  terminati  si  conducano  due    paral- 

I  lele  all'asse  x,  e  due    parallele   al- 

I  l'asse  y  per  i  punti  x^  —  ò  e  x\,  -j-  s. 

I  "^         Gli  estremi  delle  ordinate /(a;„ -}- ^0? 

j  I     •       per  ogni  x„  -f-  ^^  anzidetto  debbono 


i  ]  I  cadere    dentro  il    rettangolo  pqrs 

'  '  .  rinchiuso    dalle  due    coppie  di  pa- 

rallele:  vale  a  dire,  prefissato  il   a, 

"'""'  ■"  "    '        si  deve  sempre  poter  costruire,  nel 

'^"  ''■  modo    detto,  un   rettangolo    di  al- 

tezza 2 '5  e  di  base  assegnabile,  dentro  cui  cade  la  curva  im- 
magine della  yz=f{x),  nell'intorno  di  x^,  giacche  la  1)  equi- 
vale all'altra 
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h).  La  condizione  1)  può  anche  essere  Irnsf ormata. 
Si  consideri  una  successione  qualunqite  di  valori 

«)  ^-0  +  /',,     •'•,,4-/', '•,  +  /'  ••■• 

tendenti  al  limite  ./■„. 

Se  è  verificata  la  1),  vuol  dire  che  la  successione  dei  va- 
lori corrispondenti 

^^)    fi^o  +  Kl  fi^'o-^K),    ••••  fi'^o  +  Kl    -. 

tende  al  limite  f{x^);  giacché  i  valori  a)  finiranno,  da  uno  in 
poi,  col  cadere  tutti  dentro  l'intorno  nel  quale  è  verificata 
la  1)  e  allora  i  termini  corrispondenti  della  b)  soddisfaranno 
alla  1)  medesima. 

Ciò  significa  ch.ef{x^'!  è  il  limite  cui  tende  /  (J^o  + '0? 
quando  .v^  -\-  h  passando  per  una  successione  qualsivoglia  di 
punti    x^  -f-  ^'i  j  ''o  +  /'.» —    si    avvicina    indefinitamente 

ad  :r^. 

Viceversa,  se  f{x^)  è  il  limite  cui  tende /(.v„ -(- ^0  *1  con- 
vergere di  x^  -f-  ^h  i"  qualsiasi  modo,  verso  ./■,,,  ne  discende  ve- 
rificata la  1). 

Non  sia,  se  è  possibile. 

Vi  sarà  allora    un  qualche  numero  r,  positivo,    pel  quale 

in  nessun  intorno  {x^  —  o x„  -\-  e),  comunque  piccoli  siano  t 

e  ò,  si  abbia  per  ogni  x^  -f-  h  in  esso; 

\f{^o-\- f^) -f  (■':).  <r, 

cioè,  si  trovano  sempre  in  vicinanza  comunque  stretta  di  r„, 
dei  punti  nei  quali  è 

\f{r,.  +  h)-f{x,M>r,, 
dimodoché  si  potranno  segnare  infiniti  punti  a;,  -(-  h^,  .r,  -+-/jj  .... 
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costituenti  uua   successione    tendente  ad  x^^  tale    che  la    suc- 
cessione corrispondente 

non  abbia  per  limite  /  (.rj ;  il  che  contraddice  all'ipotesi. 
Se  scrivendo 


2)  Um.    /(.c'„+/0=/(a-.) 

h  =  o 


si  vuol  esprimere  il  fatto  che  una  successione  di  valori  ò),  cor- 
rispondenti a  una  successione  qualunque  di  valori  a)  della 
variabile,  tende  al  limite  /  (.'c^),  si  conclude  che  le  scritture  1) 
e  2)  si  possono  usare  indifferentemente  per  significare  la  con- 
tinuità della /(a;)  nel  punto  Xq. 

e).  Se  f  (x^)  è  diverso  da  zero,  si  puh  a    queste    condizioni 
sostituire  V altra: 

lim.  f  {xq  +  h)  ^   . 

Dimodoché,  se  in  .'■„  vi  deve  essere  continuità,  presi  due 
punti  qualunque  a;,,  +  ^<  ?  ^o  +  /''  5  ^^^  escluso  che  uno  possa 
essere  Xo  medesimo,  nell'intorno  ^v,  —  o  ....  x^  +  ^  corrispon- 
dente al  '3,  dovrà  aversi 

che  equivale  all'altra 

-  2  a  <  /-(.r,  +  h)  -  f{x,  +  k)  <  2  0. 

La  quale  ci  dice  che  V  oscillazione  della  funzione/ (.x)  nel- 
l'intorno detto  è  minore  o  al  più  eguale  a  2  a. 

Viceversa,  se  comunque  preso  il  a,  sempre  si  trova  poi 
un  intorno    {x^  —  6  ....  cc^  +  e)   nel  quale  l'oscillazione  re- 
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sulti  minore  o  al  più  eguale  a  2  o,  è  mauifesitanieiite  verifi- 
cata la 

e  vi  è  quindi  continuità. 

Si  può  dunque  anche  dire  cosi: 

d)  Una  funzione  è  continua  in  un  punto  x,^  quando,  comun- 
que jìreso  il  a,  è  possibile  poi  trovare  un  intorno  di  esso  punto, 
tale  che  ivi  V oscillazione  della  funzione  sia  minore  o  al  piT*  eguale 
a  2-. 

Ancora  :  /Se  x,j  —  ò x^  -{-  z  è  un  inturno  del jjunto  x,j  in  cui 

f  (x)  è  continua  eJ)..  t  l'oscillazione  corrispondente,  questa,  al  restrin. 
i/ersi  indefinito  dell'intorno,  decresce;  tende  dunque  ad  un  limite, 
che  si  chiamerà  oscillazione  della  funzione  nel  punto  x,^.  *Se  in  x^  vi 
è  continuità,  è  manifesto  che  l'oscillazione  della  funzione  nel  punto 
x^  dovrà  essere  zero  e  reciprocamente. 

e)  Di  funzioni  continue  è  facilisdmo  dare  esempi  quanti 
si  vogliono. 

È  continua  la  funzione  esponenziale  a'  per  ogni  valore 
finito  x  =  x^,  presupposto  «  >  1.  Se  ne  dà  la  dimostrazione 
anche  negli  elementi:  ma  si  può  darla  qui,  osservando  che  è 

a''^<i'^^  - —  a   j  =  rt   j  (  (('  —  1; 
e  posto  a  =  1  -t-  '/,  ricordando  che  è 

dimodoché 

id 


:^  +  "^^-'<^l^ 
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Cloe 

la^  —  Il 


piccolo  a  piacere  se  è  tale  |. 

Similmente  è  continua  la  funzione  logaritmica  log.fj  x   per 
ogni  valore  positivo  x  =  Xq  e  con  6  >  1, 

Si  ha 

^^g-b  K  +  ^)  —  ^'Orj.,^  xn  =  log.,,  M  +  -1  j 
Se  è  I  >  0,  si   supponga 


^  <  &-  -  1, 


i 

se  è  c<  0,  —  >  h~-  —  1: 

x„ 

allora  si  ha  sempre 

I  %-6  (^0  +  ^)  —  %•;>  ^o\<-- 

Cosi  è  continua  oc^  qualunque  sia  a,  se  è  x>  o,  giacché  si 
può  scrivere 

(,. + /,),  _  ,.^ = ^^1 + ~y  -  ^ì<^"- 

e  se  è  a  >  o,  lo  è  anche  in  ./•  =  o.  Sono  continue  le  funzioni 
sen.  J'  e  cos.  ,r. 

Osservazione  1.^  Dalla  definizione  di  continuità  deriva 
subito  che  se  in  un  punto  .r„  la  f  (.r)  è  continua  e  ha  un  va- 
lore /  (J"„)  diverso  da  zero,  esiste  un  intorno  (.r„  — Ò J"o  +  ')i 

in  ogni  punto  x„  -{-  h  del  quale  è  f  (x^  +  h)  dello  stesso  segno  di  f  (x„). 

Invero,  preso  ad  es. 

'-      2     ■ 
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si  trovi  l'intorno  nel  quale  è 

vale  a  dire 

—  ^  <  f'{j'^  4-  lì)  —  fM  <  ^ 
ovvero 

/•(.r,0  — ^</- (./•,+ A)  </V.r„)  +  ^, 


&e  è  f  (x„)  >  0 ,  si  ha 


^"^^  </V„  +  IO<  I  /'(^o): 


se  è  f{Xo)  <  0  si  ha  invece 


3  1 


le  quali  due  disuguaglianze  provano  1'  asserzione. 
Osservazione  2.'  Suppongasi 

/■(JV,)=     lim.     [{r,+  h) 
A  =  +  o 

volendosi  con  la  notazione  A  =  +  o,  significare  che  li  tende  a 
zero  assumendo  solo  valori  positivi:  e  suppongasi  pure 

f{x„)=        lim.       /■i.v„+/0, 
//  =^  -  » 

significando  la  scrittura  A  =  —  o,  che  //  tende  a  zero  per  va- 
lori tutti  negativi;  ovvero,  se.  come  suolsi,  si  scrive 


/'•'"o  +  'J)  =     ^""-     /  ■'■"  +  I')  =     ^""-     /  V' 


/•(.r^  _  0^  =     lim.     f{.r„  +  h  =     l'nn.     f  (r) 
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suppongasi 

fM  =  /■  (J'o  +  o)  =  /■  i-ro  —  0) . 

Se  ciò  è,  in  x^  vi  è  continuità. 
Invero  sia 

a).  -i'o  +  l^i,    ■''o  +  lt„     •••• 

una    successione-  qualsivoglia  di  numeri,    maggiori    o    minori 
di  x^,  tendenti  a  J'^-  ^^  estraggano  dalla  a)  le  due  successioni 

e).  ^0  +  /*r,,        J'o  +  /',-,,        •••• 

quella  composta  di  tutti  i  termini    maggiori  di  .r^,   questa  di 
tutti  i  minori;  per  ipotesi,  dall'essere  le  due  successioni 

fi-t'o  +  Kj,      [[l'o  +  /'.sj,      •••• 

fi-ro-^ftr^),      /■(J'o  +  /'>-J,      •••• 

convergenti  al   limite  f{x,j),  deriva    (n.  1)  che    vi  tenda    pure 
l'altra 

/(jr^  +  iix  M, +  /g   .... 
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Discontinuità. 

5.  a).  Una  funzione  f  (x;  è  discontlnna  in  un  punto  x„,  se  per 
essa  non  è  soddisfatta  la  condizione  1);  ovvero  se  f  (x,,)  non  »■  il 
limite  di  f  (x^  -\-  h)  per  h  tendeìde  a  zero. 

Or  qui  si  distinguono  due  casi: 

Pure  esistendo  determinato  il  limite  di  /'(./'„+  /')  per  // 
tendente  a  zero  per  valori  positivi  (come  pure  quello  del  me- 
desimo /'  (j*^  -f-  11)  al  tendere  di  h  a  zero  per  valori  negativi) 
uno  almeno  di  essi  differisca  da  f{J'^):  ovvero,  esista  una  qual- 
che successione  di  valori  ■r,^-{- /l^y  /■„  +  A,  —  tendenti  a  v,,  pei 
quali  i  valori  corrispondenti 

[{■ro  +  ii,\  /c^v, +  /g,   ■••• 

non  ammettono  alcun,  limite. 

La  discontinuità  nel  primo  caso,    dicesi  di  1*^   specie:  nel 
secondo,  di  2'*  specie. 
Aà  es.  si  prenda: 

1 
.'/=  jT 

1  +  IO'--' 

con  che  è  definita  una  funzione  per  ogni  valore  di  ./•,  eccet- 
tuato il  valore  ./■  =  1. 

Si  vede  subito  che  se  si  danno  alla  x  dei  valori  maggiori 
di  1  e  via  via  convergenti  ad  1,  si  ha  per  i  valori  corrispon- 
denti di  //  il  limite  1,  cioè: 

liin.        ij  ^^\: 
J-  =  1  +  0  ■ 

significando  con  tale  notazione  che  ./•  tende  a  1  passando  per 
valori  maggiori  di  1;  s^  invece  si  danno  alla./-  valori  minori 
di  1  e  convergenti  a  1  si  ha  per  i  valori  di  //  il  limite  0,  il 
che  esprimeremo  scrivendo 

lini.  fi  ---  (1 

X  =  1  —  (t 
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e  eoa  ciò  si  vede  che  qualunque  sia  il  valore  che  vogliamo 
attribuire  a  //  nel  punto  j'=  1,  non  si  avrà  mai  continuila: 
si  potrà  solo,  come  è  evidente,  avere  la  continuità  dalla  parte 
destra  o  dalla  parte  sinistra,  secondochè  si  assume  in  ,y  =  1, 
per  valore  di  //,  1  o  0. 

Un  esempio  analogo  si  ha  nella  funzione 


e'  —  i 
jl  = nel  punto  ,/■  =  d. 


X  —a 


c     +  1 


La 


/  ix)  =  (1  -  a').    u,n.    (1  +  iT  -  1 

,<  =  00  (1  +  j-y  +  1 

ha  nel  punto  x  =  ()  una  discontinuità  di  1-'  specie  da  ambe- 
due le  parti  giacche  è  /  (-|-  o)  =  1,  /'( —  oj  =  —  le  /'(o)  =  o. 

Si  consideri    poi    anche  y  = ,  che  in  a;  =  a ,  non 

ha  valore  determinato.  Si  vede  però  che  per  x  convergente 
ad  a  a  destra,  cioè  per  valori  maggiori  di  a,  come  pure  per  jì 
convergente  ad  a  a  sinistra,  cioè  per  valori  minori  di  a  esiste 
un  limite  determinato  2a  j)ei  valori  della  y. 

La  qual  cosa  mostra  che,  se  per  valore  della  y  nel  punto 

x  =  a,  si  prende  questo  "la,  da  ciò  e  dalla  formola  y  = 

resulta  definita  una  funzione  y  continua  per  ogni  valore  finito 
di  X ,  incluso  il  valore  x^=  a. 
Similmente  la 


f{x)  =  x  sen.  — 


non  ha  significato  per  x  =  o:  ma  si  ha 

/(+o)=/(-o)  =  o 
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si  è  cosi  uaturalmeiite  condoni  a  porre  per  couvanzioue 

f{o)  =  o: 

con  che  si  definisce  una  funzione  continua  anche  in  x  =  o. 
La 

f{x)=         Uni. 1 

ci  offre  esempio  di  una  funzione  per  la  «juale  è 

/(o)=l 

/(+o)=/(-o)  =  o  : 

la  formola  precedente    definisce    dunque    completamente    una 
funzione  in  un  intervallo  contenente  lo  zero  :  e  tale  funzione  ha 
in  questo  punto  una' discontinuità  di  l'^  specie,    a    toglier  la 
quale  bisognerebbe  mutarne  ivi  il  valore. 
L'espressione 


l-^'-'^-'l 


n  ==  CO 


).  che  in   ./•  =  «   non  è 


per  a;>^l  definisce  una  funzione  di  .r:  la  <|uale  è  eguale  a  1 
per  X  >  o:  è  eguale  a  — 1  per  ,><o:  uguale  a  0  })er  x  =  o: 
in  questo  punto  ha  dunque  una  discoutinuità  da  entrambe  le 
parti. 

Infine  si    prenda    y  =^  .seii  l     j. 

definita. 

Evidentemente  i^er 

1  ; 

.seti.  — — =seu   II 

"  +  T  -  " 

non  esiste  alcun  limite  quando  si  dannu  ad  li  ad  es.  i  valori 

r.         3-        5- 
2  '      2  '      2    ■■■■ 


80  INTEGRALE,    ETC. 


o  gli  altri 

Epperò  la  ^  =  sea.  -~ ha,    in  ./■  =  a,    una    discontinuità  di 


2^  specie. 


Integrale 
come  funzione  del  suo  estremo  superiore. 

6.  a).  Possiamo  indicare  una  classe  di  funzioni  che  sono 
sempre  continue  uell'  intervallo  in  cui  si  considerano. 

Sia /(,/')  una  funzione  atta  all'integrazione  in  a h\  lo 

sarà  anche,  come  si  sa,  in  una  parte  qualsiasi  a r  di  a h. 

L' integrale 


-^ss' 


,r  f{:r)dx 


può  dunque  riguardarsi  come  una  funzione  '^{x)  del  suo  estremo 
variabile  j:,  data  nell'intervallo  a....h. 

Si  noti  bene:  1' ,/■  estremo  superiore  è  un  punto  fìsso  qual- 
sivoglia di    a h:  1' ./'  invece   che   comparisce   neU' elemento 

f{x)dx  indica  un  punto  percorrente  il  tratto  a....x. 

Ora  subito  si  dimostra  che 

a 

è  continua  in  ogni  punto  x. 
Si  ha 


'^{x  +  h)  =  f"    f{x)dx 
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quindi 
'f (j-  +  h)  -  'f{jf)  =  f       f{x)  dx-f  f{x)  d X 

a  n 

=  S  fV)d.r  +  f^  f{.r)  dr-^  f  f(..)dr 

a  .0  t 

pel  teorema  della  inedia,  0  essendo  un  valore  intermedio  tra 
il  limite  superiore  e  il  limite  inferiore  della  f{x)  nel  tratto 
X  ....X  -\-  h. 

Poiché  la  /(./•)  è,  per  dato,  sempre  compresa  tra  due  estremi 
fissi,  altrettanto  accade  di  6  e  quindi  è 


lim 
h  = 


.     K  (i-  +  '0  —  'f  (J-)  l  =  0 


il  che  prova  1'  asserzione. 

Dimodoché  ogni  funzione  integrale,  dot  ogni  funzione  'f  (x) 

definita  come  integrale    in  un  tratto  a x  di   una  data  funzione 

integrabile  in  un  intere  allo,  nel  quale  giace  a x,  è  funzione  con- 
tinua dell'  estremo  x. 

Ripensando  il  significato  geometrico  ili  integrale,  la  cosa 
diviene  intuitiva. 


Continuità  della  somma, 
del  prodotto,  del  quoziente  di  più  funzioni  continue. 

7.  a).  Se  è 

^'(^•)  =/.  Ki  +/;  (•'•)  4-  ••••  +/,.  {■'■) 

e  ognuna  delle  f,  (x),  fj  (x) f„  (x)  <?  continua    in    un   j)unto  x, 

ivi  è  pure  continua  la  somma  F  (x). 

Preso  un  i  piccolo  a  piacere,  ed  essendo  fissd  /*,  è  deter- 

AkzeuA.—  Voi.  I.  (i 
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minato   il    numero  —  :    dimodoché,    in    base    alla    definizione 

H 

(§  4,  a),  le  /j  (k),/^(cc)  ....  /.^  (x),  essendo  continue,  si  potrà  de- 
terminare un  intorno  (a;  —  6  ....  oc  +  e)  del  punto  x  tale  che  per 
ogni  punto  X  -j-  Ji  in  esso  sia  }.  er  ognuna  delle  f^  {x) 

e  allora,  poiché  é: 

F{x  +  h)  -  F{X)  =f^X  +  h)  -/,(,c;  +  ....  +/„(x.  +  ^0  -/.(^O  , 
resulta,  per  x  -f-  //  tra  x  —  o  e  x  +  s 

li'Xx  +  //)  —  F{x)\  <n.  —  =  o 

che  é  la  condizione  della  continuità  della  F{x)' 

Osservazione.  La  dimostrazione  é  fondata  sull'  ipotesi  che 
n  sia  Jìsso.  Se  ciò  non  è,  il  teorema  può  infatti  non  esser  vero, 
come  vedremo  più  innanzi. 
b).  Se  è: 

F{x)  =  f\{.r).l\{x).,..  f,^  (jO 

e  ognuna  delle  i^  (x),  f.,  ^x) f„  {x)  è  continua  in  un  inoito  x,  al- 
trettanto avviene  del  j^rodotto  F  i^i"),  essendo  n  tin  numero  fisso. 

Sia  3'  un  numero  positivo  prefissato  piccolo  a  piacere:  a 
cagione  della  continuità  di  ognuna  della  /\  (.r),  [^  (x),  ..../„  (x) 

si  può  trovare  un  intorno  {x  —  6 ^  -f" -)  ^^^®  <^^®  P®'-'  ogni 

punto  ./•  -\-  Il  in  esso  si  abbia,  qualunque  sia  la  [^  {x)  tra  le 
date. 


e  allora  è 


con 


—   1    <  Y,,   <  1 
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e  quiiuli 

/'  (,/■  +  /,)  =  {l\   r)  +  r,  0  ')  (/^  {X)  +  r,,  V) . . . .  (/;,  >•)  +  r,„  o  ') 

=  /.  :^)  /.  i-r)  • . . .  /:.  {T)  +  0 '  I  r.,  /;'(rj  ....  /;,  (r,  +  •  •  •  • 

+  ^././.  ••••/„-.; 

+ 

Sia  .1/  il  limite  superiore  dei  uiiraeri 
si  avrà 

\F{x  +  h)  -  r  ix)[  <  o'  ?...)/"-'  +  -^,^-  ^V"-^  ^'  +  •.•• 

w  (H  —  1)....  2     ,,    ,.-^  1   ^,,-.( 

Ora  è  manifesto  che  la  quantità  dentro  parentesi,  per  o' 
abbastanza  piccolo,  può  rendersi  minore,  ad  es.,  di  //  .1/"-'  -f-  1  : 
epperò,  comunque  piccolo  sia  preso  un  altro  numero  a,  si  po- 
trà sempre  inoltre  rendere 

a' (;/.)/"-'+  l)<a: 

con  che  è  provata  la  continuità  di  /•'  (r). 

Osservazione  1.**  Si  noti  che  anche  qui  il  numero  dei 
fattori  è  fisso. 

Osservazione  2."  Se  una  funzione  è  continua  in  punto  x 
e  ivi  è  uguale  a  zero,  il  prodotto  di  essa  per  un'altra  fun- 
zione discontinua,  è  continuo,  purché  questa  si  mantenga  per 
tutti  i  punti  ./•  -f  //  di  un  determinato  intorno  del  punto  .r,  in- 
feriore ad  un  numero  finito. 

La  dimostrazione  è  ovvia. 
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Esempio.  È  in  questo  caso  il  prodotto; 

1 


F(x)  =  (ce  —  a)  sen. 


X  —  a 


quando  per  sen. 


X  —  a 


,  nel  punto  x  =  «,    sia  stabilito   a  pia- 


cere un  valore. 

e).  Se  f  (x)  è  continua  in    un  punto    x  e    ivi  è  diversa    da 


zero,  è  pure  continua  nello  stesso  punto  la  reciproca 


f{^) 


Intanto,  pel  .fatto  che  /'(x)  ha  in  x  un  valore  diverso  da 
zero  ed  e  continua,  sarà,  come  è  noto,  per  ogni  x  -f-  h  tra 
X  —  ^  e  OS  -j-  s 

\l\x  +  h)\>l 

I  essendo  un  determinato  numero  maggiore  di  zero,  e  f(x  -\~  h) 
avrà  sempre  uno  stesso  segno.  Sarà  anche  perciò: 

1  J^ 

Ora  si  ha: 

1_ 1_    _   f{^)-  l\x  +  li) 

fix  +  h)         J{x)         .    f(x).f(x  +  h) 


e  quindi 


\fix-\-h)  f{x) 


< 


per  ogni  x  -\-  li  dentro  gli  estremi  detti  :  e  se  dentro  l'intorno 
(ce  —  ò  ....  X  -\-  =)  se  ne  sceglie  un  altro  (ce  —  8'  ....  ce  -j-  s')  in 
modo  che  per  x  -^  h'm  esso  sia 


\f(x  +  h)-f(x)\<^r- 


resulterà  : 


1 1^ 


<  a 


per  X  -\-  h  tra  x  —  6'  e  x  -\-  i'. 
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Osservazione.  Anche  se  è  a  >  o,  ma  a  <  1,  la  funzione  a  ' 

sarà  pure  continua  in  ogni  punto  x:  e  così  lo  sono =  co- 

sen.  X 

sec.  x: =  sec.  x  in  ogni  punto  x,  in  cui  non    sono  nulli 

COS.   X 

sen.  X,  o  COS.  x  rispettivamente. 

d).  Se  f,  (x)  e  fj  (a')  sono  contìnue  in  un  punto  j:  ed  i,  (j;) 
è  ivi  diversa  da  zero,  allora  è  continuo  in  quel  punto  anche  il  quo- 

ziente    ' 


t  ix) 
Infatti  è: 

e  siamo  nel  caso  del  prodotto  di  due  fattori  continui  in  x. 

Osservazione.  La  funzione  y  =  a.^'"^  dove  t  a  >  o,  è  continua 
se  è  continua  f  a*). 

Invero,  in  tale  ipotesi  si  può  scrivere  per  .'■  4-  ff  dentro 
un  certo  intorno  di  x^ 

f{x+  h)  =  /•  ,x    +  r,  5 

Tj  essendo  compreso  tra  —  1  e  -)-  1  e  g  essendo  il  solito  nu- 
mero positivo  preso  ad  arbitrio.  Si  ha  quindi: 

ma  si  sa  che  se  o  è  preso  abbastanza  piccolo,  anche  la  dif- 
ferenza a'^' —  1  può  farsi  piccola  come  si  vuole  in  valore  aa- 
soluto,  e  quindi  altrettanto  avviene  del  primo  membro  della 
eguaglianza. 

Similmente:  e  continua  la  funzione  y  =  log.  f  (x)  in  un 
punto  X,  dove  è  finita  e  contiìiua  e  diveisa  da  zero  f  (x). 

Si  ha: 

log.  f  {X  +  // )  —  log.  /■  [x)  =  log.       ^^^^ 
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e  poiché  ^7.7^^  p^^ò  farsi,   per  li  abbastanza    piccolo,   pros- 

simo  quanto  vuoisi  all'unità,  così  resulterà  del  pari  prossima 
quanto  si  vuole  a  zero  la  differenza 

log.  f{x-\-li)  —  log.  f  (x). 

e).  Facilmente  col  mezzo  dei  teoremi  precedenti  si  dimo- 
stra pure  la  continuità  delle  funzioni  circolari  tang.  a-,  cot.  ce, 
eccettuando  per  alcune  di  esse  i  punti,  in  cui  cessano  di  avere 
valore  determinato  e  finito. 

g).  Se  f  (x)  e  'p  (x)  sono  funzioni  razionali  e  intere  di  X,  è 

7     /.       .         /■  f  (x)    .  .  7 

continua  La  funzione  fratta  — —  -  m    ogni  jiunto  x   die    non  e  ra- 
dice della  ^  (x)  =  o. 


Proprietà  generali 
delle  funzioni  continue  in  tutto  un  intervallo. 


7.  a).  Una  funzione  si  dice  continua  in  un  intervallo,  se  lo 
è  in  ogni  punto  dì  esso. 

Si  noti  anzitutto  clie  da  ciò  deriva  che  la  funzione  ha  in 
a....b  un  limite  superiore  finito  L  e  imo  inferiore  1  jjwre  finito. 

Invero,  dal  solo  fatto  che  la  funzione  è  definita  in  a....h 
deriva,  pel  teorema  di  Weyerstrass,  che  esiste  ivi  un  punto  x^ 
in  ogni  cui  intorno  (cr„  —  ^....  x^  -\-  z)  il  limite  superiore  è 
quello  che  essa  ha  in  tutto  l'intervallo. 

Ma  in  Xq  si  ha  il  valore  particolare  [{.r^)  finito:  per  la 
continuità  poi,  preso  un  0  a  piacere,  vi  è  un  intorno  di  Xg, 
nel  quale  in  ogni  punto  Xo  +  ^^  si  ha 

\f{x,+  h)-l\x^)\<.^ 
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Cloe 

AK)  —  ^  <  /'C^o  +  /')  <  /'K)  +  ^; 

che  dimostra,    come  il  limite    superiore    non    possa    superare 

/"K)  +  ^. 

Analogamente  dicasi  del  limite  inferiore. 

b).  Per  una  funzione  continua  in  un  dato  intervallo  vi  è  al- 
meno un  punto  in  cui  essa  ha  per  valore  il  suo  limite  superiore 
finito  L  e  un  altro^  in  cui  ha  per  valore  il  suo  limite  inferiore 
pure  finito,  1. 

Sia  la  funzione  1/  =  f(x)  in  a  ..  ..  h. 

Pel  teorema  di  Weyerstrass,  v'  è  un  punto  o^^  in  ogni  cui 
intorno  il  limite  superiore  L  è  quello  che  /"(re)  ha  in  tutto  l'in- 
tervallo a....h.  Sia,  se  è  possibile, 

a  cagione   della  continuità,    si  potrà  determinare    un  intorno 

{x^  —  0, ^o  +  s)  tale  che  per  ogni  punto  x^  -[-  //  in  esso  si 

abbia 


|/(cc,  +  /0-/-K)|<:^V^» 


e  per  ,y^  -(-  h  in  tale  intorno  sarebbe  allora  sempre 


neir  intorno  di  x„  il  limite  superiore  sarebbe  dunque     '    '  — 

e  non  L. 

Non  potendo  dunque  essere: 

né 
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dovrà  essere 

Similmente  dicasi'  del  limite  inferiore. 

Una  funzione  continua  ammette  dunque  un  massimo  ed  un 
minimo. 

e).    Una  funzione  continua  prende  sem,pre  in  qualche  punto 
un  valore  'juahiasì  compreso  tra  il  massimo  ed  il  minimo. 

Osserviamo  prima  di  tutto  che  preso  il  solito  a  arbitrario, 
e  determinato  per  un  punto  x^  qualsivoglia  un  intorno  {x^  —  8 .. .. 
cc,j  -j-  =)  dentro  il  quale  è  sempre 

l/'(=^o  +  /0-/K)!<a, 

di  intorni  siffatti  ve  ne  sono  infiniti;  essi  dunque  considerati 
come  un  gruppo  di  numeri  ammettono  un  limite  superiore: 
o  più  precisamente,  se  si  distingue  la  parte  destra  dalla  parte 
sinistra,  si  potranno  segnare  due  punti  x^^  —  o^  e  ^o  -{-  ^o  ^^^i 
che  per  ogni  punto  x^  -j-  It  tra  essi  si  verifichi  la  relazione 
precedente ,  mentre  se  si  prende  x^  —  8'^  in  luogo  di  x^  —  Fj^ 
con  S'o  >  So  1  ®  ^o  'h  ^'o  i^  luogo  di  x^  -\-  s^  con  s'^  >  s^  ,  la  cosa 
non  sia  più  vera:  ben  inteso,  supposto  che  la /(oc)  non  sia  co- 
scante  (  nel  quale  caso  la  proposizione  da  dimostrarsi  è  evi- 
dente) e  che  o  sia  abbastanza  piccolo  :  se  a  fosse  preso  mag- 
giore di  ambedue  le  dififerenze  L — fix^),  f{-'^o)  —  ^>  i  punti 
x^  —  6'o,  Xg  -\-  Zg  non  esisterebbero  nell'intervallo  a  ....  i;  di- 
modoché per  avere  un  punto  .t,^  +  //  in  cui  è 

l/(^o  +  /O  -f{^o)\  >  a  , 

occorre  a  destra  una  distanza  superiore  a  s^  e  a  sinistra  una 
superiore  a  S^  . 

Ciò  premesso,  si  segnino  in  a  —  h  i  due  punti  x^  e  x^  in 
cui  la  funzione  raggiunge  il  suo  minimo  Z  e  il  suo  massimo  L\ 
sia  cioà 

f(x;)  =  l        f{x,)  =  L. 
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Per  fissare  le  idee  sia  a*^,  a  destra  di  x^ . 

Si  segni  a  destra  di  x^  il  punto  estremo  ce,  -j-  =,  del  tratto, 
limite  superiore  degli  intorni  in  ogni  punto  ce,  -\-  li  dei  quali 
è  sempre 

IAK+/';-/W,<^"-^ 

essendo  vi  un  numero  compreso  fra  l  ed  L. 
Si  vuol  provare  che  è 

A=^i  +  =i)  =  '"  • 
Suppongasi  se  è  possibile,  che  sia 

fi^i  +  =,)  =  '"^  <  "'  • 

Si  potrà  a  destra  di  ce,  -4-  -i  determinare  un  intorno  (a-,  -f-  s,  •••• 
ct'j  +  -1  4"  Vi)  ^^^®  eli®  i^  ®sso  sia  sempre: 

??i  — 


ovvero 

7?i  7)1, 


m  -+-  m, 
<  m 


e  allora  il  punto  a;,  -)-  s,  non  segnerebbe  più  il  termine  degli 
intorni  dentro  i  eguali  si  ha  sempre 

f{x^  -i-  li)  <in 

contro  il  supposto. 

Suppongasi  poi  che  sia 


/X^\  +  =,)  =  »»a  -> 
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Si  potrebbe  allora,  a  sinistra    di  x^  -f-  =^ ,   segnare  un  intorno 
{x^  -f-  =,  — 5j  ....  x^  -\-  s,) ,  dentro  il  quale  è  sempre 


|/-(a.,  +  -:,-/0 -/•(-,  + gì  <'"^2^' 
cioè: 


m, —  <  l(x^  +  s,  —  h)  <  m,  +  ~^ — 


donde: 


e  quindi 


-■-2 —  <  fi^i  +h  —  '>) 


l\x,  -f  ^1  —  /O  >  ^'i 


il  che  è  pure  contro  l' ipotesi. 
Deve  dunque  essere 

/K  +  Si)  =  wi- 

Osservazione.  Dalla  dimostrazione  non  deriva  affatto  clae 
il  punto,  in  cui  la  f{x)  prende  il  valore  m,  sia  unico. 
d)  Ricordiamo  la  definizione  di  continuità: 

Una  funzione  è  continua  in  un  punto  x  quando,  comunque 
piccolo  sia  preso  il  numero  positivo  a ,  è  possibile  poi  trovare  iin 
intorno  di  esso  tale  che  ivi  V  oscillazione  della  funzione  sia  minore 
0  eguale  al  numero  a . 

Ciò  premesso,  si  segni  per  .r,  punto  qualsivoglia,  un  in- 
torno, di  cui  X  medesimo  è  il  punto  di  mezzo,  e  nel  quale 
l' oscillazione  è  minore  o  eguale  a  a. 

Se  X  è  1'  estremo  a,  o  1'  estremo  ò,  non  pare  possibile  la 
costruzione  qtii  indicata:  ma  si  può  immaginare  che  la  fun- 
zione sia  continuata  quanto  occorre,  anche  esternamente,  asse- 
gnandole in  ogni  punto  esterno  il  valore  che  ha  nell'  estremo 
che  si  considera:  cioè,  in  luogo  della  funzione  data  f{x)  in 
a....b,  se  ne  consideri  un'altra  f{x)  in  c....d  contenente 
a....  6,  la  quale  coincida  con  f{x)  in  ogni  punto  x  di  a....b, 
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per  ogni  x  in  e... .a  sia  z  x)=f{a)^  per  ogni  x  in  h....(l  sia 
z{x)  =f{b).  Allora  la  costruzione  dell'  intorno  anzidetto  può 
farsi  per  ogni  punto  x  di  a  —  ò,  inclusi  gli  estrerai. 

Per  ciascun  punto  x  dì  a....b  di  siffatti  intorni  ne  esi- 
steranno infiniti. 

Costituendo  essi  un  gruppo  di  numeri  vi  sarà  un  limite 
superiore 

X  —  d{x) X  -j-  d{x) . 

Mostriamo  che  1'  ampiezza  —  metà  d  (x)  è  funzione  continua 
di  X. 

Sia  ,Vj  un  altro  punto  che  possiamo  supporre  interno  al 
tratto  precedente 

X  —  d{x)     x-\-  d{x)  . 

Si  cerchi  per  a?,  -il  limite  superiore  degli  intorni  aventi 
X-,  per  punto  di  mezzo,  e  in  ognuno  dei  quali  1'  oscillazione  è 
minore,  o  al  più  eguale  a  o:  sia  desso 

Allora  è 

d{x^)>d  {x)—\x^—x\: 

se  non  fosse,  l' intorno 

x,-d{x,)....x,^d{x,) 

sarebbe  perfettamente  interno  all'  intorno 

x—  dix) c-\-  d{x) 

e  potendo  ancora  essere  ingrandito  cesserebbe  di  essere  il  li- 
mite superiore  anzidetto. 
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Ancora  deve  essere 

d{xi)  >  d(x)  -+-  \x^  —  x\  ; 
se  non  fosse,  allora  sarebbe  l' intorno 

X  —  d{x) ....  X  -}-  d{x) 

interno  all'  altro 

x^—d{x^)....x^  +  d(x;). 

Ora  dalla  doppia  disuguaglianza 

d(x)  —  |a?j  —  x\  <  c?(0Cj)  <  d(x)  +  |a;,  —  x 
cioè  dall'  altra 

\d{x^)—d{x)\<\x^—x\ 

deriva  la  continuità  della  d{x). 

e).  La  funzione  d  (x)  prende  dunque  in  qualche  punto  il 
suo  minimo  e  il  suo  massimo.  Sia  x  il  punto  in  cui  la  d  (x) 
ha  il  suo  minimo:  questo  non  potrà  essere  zero,  perchè  in  tal 
caso  in  x'  si    avrebbe  una  discontinuità  per  la  funzione  data 

/  (^)- 

Sarà  dunque  d{;x')  ^=  d  >  o:  per  ogni  altro  punto  x  sarà 

d(x)'>_d:  cioè  per  qualsiasi  punto  x  esiste  un  intorno  avente  x 
per  punto  di  mezzo  e  di  ampiezza  almeno  eguale  a  2  d,  dentro  il 
quale  V oscillazione  è  minore  o  eguale  a  o. 

f).  Teorema  di  Cantor.  —  V  intervallo  a  ....  b,  p67*  ogni 
numero  o  p)Ositivo  comunque  preso,  può  sempre  dividersi  in  un 
numero  finito  di  tratti,  in  ognuno  dei  quali  V  oscillazione  è  mi- 
nore 0  eguale  n  a. 

Invero,  se  è  d  il  minimo,  di  che  si  è  trattato  precedente- 
mente, basterà  segnare  a  partire  da  a  verso  6  dei  tratti  con- 
tigui ognuno  di  ampiezza  minore  o  eguale  a  d. 
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In  Ogni  tratto  siffatto  1'  oscillazione  è  certamente  minore 
0  al  più  eguale  a  3. 

g)  Una  funzione  finita  e  continua  in    un    intervallo  a b 

t  ivi  integrabile. 

Sia  z  un  numero  positivo  piccolo  a  piacere;  si  può  divi- 
dere l'intervallo  «  ....  6  in  parti  0,,  ò,, ò^  tali  che  in  ognuna 

r  oscillazione  sia  minore  o  eguale  a  0  :  donde 


18  £>   <a(6-a) 


0  essendo  arbitrario;  ciò  prova  l'asserzione. 

h)    Una  funzione   discontinua    solo  in   alcuni  punti^  in  nu- 
mero finito,  dicesi  generalmente  continua. 

i)    Una  funzione  generalmente    continua  è  atta    all'  integra- 
zione. 

Sia  /  (as)  discontinua  nei  punti  ce,,  a:,,  ....  x^  .  Siano  ì 
e  0  numeri  positivi  presi  piccoli  a  piacere.  Si  rinchiudano 
quei  punti  dentro  tratti  ò', ,  ò',,  ...•ò'^^  la  cui  somma  sia  mi- 
nore di  s:  si  dividano  poi  i  tratti  rimanenti  di  «  —  6  in  m  parti 
0,,  5,,....  i5„j  in  ognuna  delle  quali  l'oscillazione  sia  minore  o 
eguale  a  a. 

Si  avrà; 

le  D^  e  D\  essendo  le  oscillazioni  nelle  parti   ò^  e   ò',    rispet- 
tivamente. 
Sarà 

1   d,D,<3{b-  a)-\-t{L  —  l) 

L  —  l  essendo  1'  oscillazione  nell'  intero  intervallo. 

Poiché  =  Q  z  sono,  indipendentemente  1'  un  dall'  altro,  di 
piccolezza  arbitraria,  cosi  rimane  provata  1'  asserzione. 

Osservazione.  La  classe  delle  funzioni  integrabili  è  molto 
più  estesa  di  quella  che  comprende  le  sole  funzioni  continue 
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o  generalmente  continue  e  le  funzioni  sempre  crescenti  o  sem- 
pre decrescenti;  ma  per  i  nostri  studi  basta  avere  stabilito 
la  integrabilità  di  queste. 

l)  Prima  di  chiudere  queste  nozioni  riguardanti  le  fun- 
zioni continue,  aggiungiamo  alcuni  schiarimenti  circa  la  de- 
finizione di  funzione,  pel  caso  più  comune  e  che  noi  quasi 
esclusivamente  considereremo,  quello  cioè,  in  cui  la  funzione 
è  data  mediante  un'  espressione  che  con  segni  di  significato 
noto  in  Analisi  ci  rivela  il  vincolo  tra  la  variabile  indipen- 
dente e  la  dÌ2)endente,  un'  espressione,  avente  cosi  significato 
aritmeticamente.     ■ 

Come  già  dicemmo,  la  definizione  di  una  funzione  deve 
dare  a  questa  un  significato  determinato  in  ogni  punto  o:.  del- 
l'intervallo  che  si  considera:  e  per  es.  nel  caso,  pur  notato, 
in  cui  una  funzione  è  definita  come  limite  di  un'espressione 
contenente,  oltre  la  variabile,  anche  un  parametro  al  quale 
si  attribuiscono  infiniti  valori  tendenti  a  un  limite,  è  necessa- 
rio che  il  limite  dell'  espressione  non  cessi  mai,  in  alcun 
punto,  di  essere  determinato  e  finito. 

Se  vi  sono  punti,  in  cui  1'  espressione  data  non  ha  signifi- 
cato ovvero  il  limite  al  variare  del  parametro,  come  si  è  detto, 
manca,  la  definizione  della  funzione  deve  essere  altrimenti 
completata. 

Supponiamo  che  questi  punti  di  eccezione  siano  in 
numero  finito  :  in  modo  che  per  ognuno  di  essi  si  possa 
segnare  un  intorno  dentro  il  quale  non  cadano  altri  punti 
simili. 

Se  ne  consideri  uno  Xq> 

L' espressione  data  /  ix)  abbia  dunque  valore  determi- 
nato e  finito  in  ogni  punto  ^'^  -|-  h  dell'  intorno,  eccetto  il 
punto  ajg. 

Può  accadere  che  essendo 


1)  a;o  +  /',     ,     •'„+  /<, ,   •••• 

una  successione  qualsivoglia   di   valori  tendenti   al   limite  Xg , 
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senza  che  tra  essi  comjjarisca  V  X(,  viedesimo,  la  successione  dei 
valori  corrispondenti 

2)  fi^o+l',)     ,    fi^o  +  lu,.... 

tenda  ad  un  limite  determinato  e  finito  A. 

Si  è  naturalmente  condotti  in  questo  caso  ad  attribuire 
alla /(x^)  nel  punto  x„  il  valore  A:  a  porre,  cioè,  per  conven- 
zione 

con  che  alla  funzione  si  dà  la  continuità  in  quel  punto. 

E  quello  che  sin  dagli  elementi  si  suol  fare  per  una  fun- 
zione razionale 

dove  z{:jc)  e  'l(x)  rappresentano  polinomi  razionali  e  interi:  se 
essi  ammettono  un  divisore  comune  0  {^'-')  pure  razionale  e  in- 
tero, per  ogni  valore  a  pel  quale  è 


la  f(j-)  diverrà  ^-^ ,  cioè  — ;  e  allora  se  p—   non  è  divisibile 
per  .'•  —  7.  esisterà  determinato  e  finito  il  valore 


^=         lùn.  li-] 

0(a) 

che    si    conviene    di    riguardare    come    valore    della  /(.r/    nel 
punto  jc  =  ot. 

Può  poi  anche  accadere  che  i  valori  2),  essendo  pur  sem- 
pre la  1)  una  successione  qualunque  tendente  a  j-,,  finiscano 
col  superare  ogni  numero  positivo  assegnabile:  allora,  usando 
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una  denominazione  già  stabilita,  si  esprimerà  la  cosa  dicendo 
che  i  valori  2)  tendono  a  -j-  oo  . 

Se  ciò  avviene  per  ogni  pensabile  successione  1),  si  conviene 
qualche  volta  di  dire  che  il  valore  della  funzione  nel  punto  cc^ 
è  l' infinito  positivo;  ed  è  bene  tener  presente  che,  così  di- 
cendo, si  vuole  intendere  quanto  segue:  in  x^^  propriamente 
la  [(x)  non  ha  valore,  ma  se,  in  prossimità  di  a-,,,  la  /'(.r)  me- 
desima si  comporta  come  ora  è  stato  detto,  allora,  invece  di 
esprimere  ciò  con  tutte  le  parole  occorrenti,  si  suole  abbre- 
viare dicendo,  la  funzione  in  quel  punto  è  infinita,  ha  per  valore 
V  infinito  positivo  e  si  scrive  anche  in  conseguenza 

f{Xo)  =  X  . 

Analogamente  suol  dirsi  se  i  valori  2)  finiscono  col  dive- 
nire tutti,  da  uno  in  poi,  interiori  a  ogni  numero  negativo 
assegnabile,  cioè  si  dice  che  è 

l'M  =  —  oo  . 

Si  potrà  in  questi  casi,  impropriamente  però,  parlare  an- 
.cora  di  continuità;  cioè  riguardare  la  funzione  come  dotata  di 
una  certa  continuità  anche  nel  punto  x^,  pel  fatto  che  le  è 
assegnato  per  valore  in  un  tal  punto  il  limite  dei  valori  nei 
punti  via  via  approssimantisi  ad  ./•,,. 

Si  osservi  ancora:  la  successione  dei  valori 

può  tendere  al  limite  0^  senza  che  tra  essi  comparisca  mai  lo 
zero;  avranno  allora  significato  anche  tutti  i  termini 


3) 


/(»'o  +  /o  '  /(x.  +  /g'" 


e  come  è  anche  negli  elementi  dimostrato,  finiranno  col  supe- 
rare in  valore  assoluto  qualunque  numero  positivo  assegnabile: 
di  guisa  che,  se  da  uno  in  poi  i  numeri  2)  hanno  tutti  uno  stesso 


PROPRIETÀ    GENERALI,    ETC.  !j7 

segno  si  dovrà  qui   pure   dire,  che  i  numeri  3)  hanno  per  li- 
mite il  +  x'  0  il  —  co    rispettivamente. 
Altrettanto  accade  del  quoziente 

se,  contemporaneamente  la  successione 

'fUo  +  fili    1    'fC^-o  +  ^O,  •••• 

tende  ad  un  limite  //  diverso  da  zero. 
Il 

Um.     'ìM 
x  =  x^  /  (x) 

sarà  -f-  30  ,  o  —  x    secondochè  il  segno  di    II  concorda  o  no 
con  (juello  di  /(ce). 

Cosi  si  giustifica  in  qualche  modo  la  scrittura 

1  1 

=  X     ,     n  =  — ^ 


+  0       ^     '    -0 

e  si  dice  che  -f- ^  o  — x   è  il  valore. della  -p——  nel  punto  x^: 

ma  non  si  deve  dimenticare  che  la  frase  «  una  funzione  in  un 
punto  Xf,  ha  un  valore  infinito  »,  presa  ad  litteram  non  ha  signifi- 
cato: perchè  la  nostra  mente  non  può  avere  determinato  il 
concetto  di  una  quantità  della  quale  solamente  è  detto  che  è 
infinita^  vale  a  dire,  che  è  pia  grande,  in  valore  assoluto,  di  qual- 
siasi altra  quantità  pensabile. 

Come  si  vede,  in  questa  stessa  definizione  dell'  x  ,  è  già 
detto,  in,  sostanza,  che  l' infinito  non  si  può  abbracciare  tutto 
nel  nostro  pensiero:  giacche  di  esso  si  dice  che  è  qualche  cosa 
che  supera  ciò  che  si  può  pensare. 

La  frase  «  la  funzione  ha  in  punto  ini  valore  infinito  »  non 
attribuisce  dunque  un  valore  determinato  alla  funziono  in  quol 

AkzelA.  —  Voi.  I.  ' 
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punto,  ma  solamente  sta  a  significare  il  modo  di  comportarsi 
della  funzione  nell'  intorno  di  quel  punto. 

E  già  abbiamo  ad  essa  attribuito  un  significato  analogo 
quando  è  stata  adoperata  a  proposito  di  un'  espressione  con- 
tenente, oltre  la  variabile,  un  parametro,  al  variare  del  quale 
l'espressione  medesima  andava  assumendo  valori  via  via  supe- 
ranti ogni  numero  assegnabile. 

►Se  si  considera  poi  che  una  espressione  simile  dipende 
propriamente  da  due  variabili,  si  vedrà  anche  in  modo  più 
chiaro,  e  come  più  innanzi  sarà  mostrato,  che  la  frase  «  una 
funzicne  ha  in  un  'punto  un  valore  ùifini/o,  »  è  in  ogni  caso  usata 
nello  stesso  significato:  essa  cioè  si  riferisce  al  modo  di  covi' 
iwrtarsi  della  espressione  nelV  intorno  di  quel  punto. 

Cosi  si  spiega  ad  e.s.  la  scrittura 

log.  0  =  —  co  . 


Da  un  fatto  analogo  ha  origine  la  scrittura  pure  usata  qual- 
che volta 

1=0: 

00 


dal  fatto,  cioè,  che  quando  la  successione 
tende  all'  co  ,  1'  altra  successione 


/K  +  7g  '  /(^o  +  /o' 


tende  al  limite  0. 
Esempio.  —  Sia 
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lini.         'J  ^  —  ce 

X  =  X^  —  0 


Unì .  ?y  =  -j-  ix  : 

X  =J'^-^  0 

non  vi  può  essere  continuità  nel  punto  x„. 
Se  invece  è 


U 


allora 

Um.         y  =  +co, 
X  =  o:^  =+=  u 

e  si  può  riguardare  la  funzione  continua  in  a^,,  se  ivi  le  si  dà 
per  il  valore  il  -|-  *^  • 
Le  funzioni 

1  1 


y  == sen. 


Ju  *f-^/\  *^  "-  f\ 


1        /  1  ^^ 

XI  = —     sen.   ( ) 

^        X  —  xo  \x  —  x^y 


non  hanno  alcun  limite  al  tendere  in  modo  arbitrario  di  .'•  a  ./•„. 
rn).  L'intervallo  in  cui  una  funzione  è  data  può  coiu- 
preiulere  tutti  i  possibili  valori  finiti  di  x  ;  si  dice  allora  che 
la  funzione  è  definita  nell'intervallo  da  — co  a  -f- oc  ,  i  quali 
cosi  si  riguardano  come  gli  estremi  dell'intervallo. 

Cos'è  il  valore  della  funzione  in  questi  punti? 

La  sostituzione  del  segno  x    alla  x  nella  esjjren.siiun'  i  ;.\ 
della  funzione  veramente  non  ha  significato,  giacché  il  segno 
GC  non  rappresenta  un  numero  determinato. 

Il  valore  particolare  della  /  (x)  nel  .e  =  ±  oo  ,  altneno  nel 
aenso  stretto  che  si  dà  a  questa  frase  prr  un  punto  X  ./»«/'"  >^' 
deve  dire  che  non  esiste. 
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Potrà  però  benissimo  esistere  uu  limite  per  i  valori  che 
la  /  [x)  va  assumendo  quando  si  pensa  per  x  sostituito  un  va- 
lore finito  generico  e  si  immagina  poi  che  esso  cresca  passando 
per  una  successione  qualsivoglia  tendente  all'  oo  :  se  un  tal  li- 
mite A  esiste,  lo  si  può  assumere  come  valore  della  /  (ce)  nel 
punto  de:  (X)  :  dimodoché  per  definizione  è  allora 

/(rt:GO=        lini.       f{x)  =  A, 

03=  ±  co 

e  si  potrà  anche    dire  che  la  funzione  è    continua  nel    punto 
-f  co  ,  ovvero  nel  punto  —  co  . 

Può  ancora  accadere  che  la  f{x),  al  valore  di  x  per  una 
successione  di  valori  tendenti  comunque  all'  co ,  abbia,  essa 
medesima,  sempre  per  limite  il  -j-  ^o  ,  o  il  —  co  :  si  scriverà: 


/(±co)  =       lim.      /(a?)==b  co 

aj=  ±  GO 


Esempi 


lim. 

ce  =  zir  co 


(■+.) 


lim.        ^"^  =  co  (m  >  o). 

x=  -\-  (f) 

lim.     sen,  x  non   esiste. 

■as  =  co 

Ma  se  si  tiene  presente  che  il  segno  co  ,  se  non  rappre- 
senta un  numero  determinato,  ha  pure  una  interpretazione  : 
quella,  cioè,  che  esso  indica  il  limite  di  una  successione  di 
numeri  via  via  superanti  ogni  numero  assegnabile,  si  può  tro- 
vare pel  simbolo/ (db  co  )  una  propria  interpretazione  indipen- 
dente dalla  considerazione  del 

lim.       (/  x). 

ce  =  dr  00 

JDEPART*^-  •  'MTICS 
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Dalla  convenzione  fatta  di  riguardare 
=fc  oo  =       lim.       X 

deriva  che,  a  rigore,  sarebbe  da  assumersi  come  valore  parti- 
colare nel  punto  =b  co  , 

/(=boo)=//       lim.       X 


/       lim.       X  \ 

Kx  =  zi=  co       ) 


e  questo  può  benissimo  esistere  e  avere  significato  differente  da 


lim'.      f  (ce), 
a;  ^  ±  00 


Per  conseguenza,  se  /  /       lim.       x\   ha  significato,  sarà 

\X  zfc:  =  00      J 

desso  da  riguardarsi    come  valore   j)articolare  della  f  {x)    nel 
punto  ±  00  :  se  non  lo  avrà,  e  lo  avrà  invece  l'altro 


lim.      f(x) 

tC=  ±  00 


sarà    questo    che  si  prenderà    come  /"(zbco):  come    dianzi    è 
stato  detto. 

Riassumendo,  se//       lim.       x\   e       lim.       f {^v)  coinci- 


/       livi.       x\   e       /( 
l.rdr  =  co      y     X  = 


=  =+r  00 

dono,  la  /{.r)  si  dirà  continua  nel  punto  .r  ^  ±  oo  ,  e  sarà  pur 
tale,  se    non    esistendo//       lini.       .r\   si  assume,    come   ab- 

biamo  detto,   quale  valore  in  ./•  =  i+r  oo  ,  il       lim.      /(•»');   "^^ 

X=  ±00 
se  i  due//       lim.       x\    e       lim.       /(.r;  esi>tono  e  sono  dit- 
(.T  =  =fcoo     J      .r  =  =b  00 

ferenti,  la    continuità    non  vi  sarà,   a  meno  che    non  si    con- 
venga di  mutare  il  valore  in  quel  punto. 
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Esempi.  Sia: 

/  (jj)  =    Um.  nx 

n  =  00    nx'  +  1"  ' 
già  considerata  (pag.  43). 
È 

nx      ~l  ,.         / 1 


Um.     \    Um.       — 'J^  ^-  l  =     Um.     [  ~  \  =  0 


X    '^-^'  +  1^       x='(X)V''' 


ff(j^\=    Ihn.    y    Zim.  "^      \=    Um.     f    Z/m.         V^/ 

=  0; 

la /(cr)  è  dunque  continua  nel  pnnto  a?  =  x  . 
Sia 


/(^)=    Zim 


ce 

U  =  00    '*^ 


con  questa  formula  è  definita  una  funzione  /(.r)  in  ogni  punto 
X  finito,  ed  essa  è  sempre  nulla  :  sarà  dunque  nidi)  anche  il 


X 

Um.      f  (^)  =         Um. 

x=ztC0  a:- =  dr  X 


P     Um.     — 


mentre  il  valore  particolare  nel  punto  -f- co  j  ovvero  — ce.  se- 
condo quanto  è  stato  detto,  è 


P       Um.       —  ( 


f  {-àz  ^  )=     Um.      P       Um.       —  (.  =  rt  X  ; 
«=  X  /  ce  =  =t  X 


qui  dunque  non  vi  è  la  continuità. 

Si  noti  qui  che  si  presenta  la  considerazione  diretta  di 
una  successione,  in  cui  ogni  elemento  è  x  :  se  si  vuole  evi- 
tare ciò,  si  potrà  farlo  sostituendovi  quella    della  successione 
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dei  valori  reciproci,  e  basterà  vedere  che  questa  somma  tende 
a  zero,  per  dedurne  che  quella  teude  all'  x  .  Nel  caso  pre- 
sente è  infatti 

lim.    \    lim.     — /  __     lini.     \  i»  [  ij^ 

n  =  co  {x  =  00    ^"  0       n  =  cc  i_     J 

Analogamente  si  procederebbe  in  altri  casi  consimili. 
Similmente  1'  altra  funzione 

f  (x)  =    lim.      — , — 

per  ogni  re  finito  ha  il  valore  itno  :  sarà  dunque 

lim.   f(x)=    lim.     0    lim. —  =1; 


X 

mentre  è 


/(zboo)=     lim.      f     lim.  ,         {  =  0. 


u  =  X    <'  te  =  X 
Si  consideri  ancora 

f  (x)  =     lim. ; 

n  =  x       ^^  +  ^ 

dove  si  diano  ad  ii  solo  valori  interi. 

In  nessun  punto  x  finito    la  /  (x)  ha  valore  determinato, 
ma  dei  due 


hm.      P     hm.      ^ — -^ —  ( 
=  x    |n=x    "+'^j 

(-1)".  u-j 


lim. 

u  =  X    y   X  =  oc 


il  primo  non  esiste,  il  secondo  è  zero. 
Per  la  funzione  sen.  x^  non   esiste 


lim.      sen  x,  nò  sen.  /       lim.      x\ 

=  x  \a;=  ±  X    / 
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Per  l'altra  are.  tang.  x  ,  è 

Ihn.     are.  tang.  x^^-^: 

a:=  ±  co 

che  è  anche  are.  tang.  /      Ihn.     x\  ^ 
\  X  =  co    )  ' 

n).  Le  nozioni  stabilite  sulle  funzioni  continue  ci  pon- 
gono ora  in  grado  di  dimostrare  anche  un  altro  teorema  im- 
portante nella  teoria  degli  integrali  definiti,  ed  è  quello  noto 
col  nome  di 

Secondo  teorema  della  media.  —  Se  f(x)  è  una  funzione  atta 
alV  integrazione  nelV  intervallo  a  ....  b:  rp^x)  un  altra  funzione  che 
varia  ivi  sempre  nello  stesso  senso,  cioè  non  è  mai  crescente,  ovvero 
mai  decrescente,  allora  sarà  j^M?*e  atto  all'  integrazione  in  a  ....  b 
il  prodotto  f  (x).  (p  (x)  e  varrà  la  formula 

f'fix) .  't  (ce)  dx  =  ':^{a^  o)  /' V  ('»)  ^-^  +  'f  (^  —  ^  ).  /    A^)  ^  ^ 

a  ai. 

dove,  come  si  sa,  è 

'S  {a  +  o)  =        lim.         (s  (ce),     'X  (h—o)=       lim.  z  (x). 

X  =  a  -j-  0  x==h    -  0 

È  integrabile  il  prodotto  /  {x)  z  (a?)  a  cagione  della  inte- 
grabilità di  /(ce)  e  'f  (ce). 

Si  divida  l'intervallo  a....h  in  parti  S^,  5,, ....  S„,  coi 
punti  di  divisione 

a?j  =  rt,     a?, ,     a?., ,     ....     a;,, ,     a?  „  4. ,  =  o . 

Indichi/.,  un  valore  qualsivoglia  compreso  tra  L^  e  l^,  li- 
miti superiore  e  inferiore  di  /  {x)  in  ò,  :  cp ,  abbia  significato 
analogo  per  ip  (ce)  e  cerchiamo  il  limite  della  somma 

^      fs'       9s-       Ss- 

per  le  5,  tendenti  a  zero. 
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Il  prodotto  fg  òg  come  anche  l' integrale  J  f{x)  dx  (^"^  ^^^' 

'  s 

rema  della   media)   sono  compresi  fra  ò,  L^  e  ò,  (,  :  dimodoché 
si  potrà  scrivere 

dove  è 

e 

-1  <T,,  <  1; 

e  per  conseguenza 

1  1       •■'  t 

s 

La  prima  somma  del  2.°  membro  può  scriversi: 

<f  .//(•->^)  f^  «^  +  'f ,  //(•^)  c^  .T  +  . . . .  4- 

1 

/->    n  y-k    n-i-i 

+  'f„ _,  !  fioc)dx-{-  'f „   /  /(x)  f?  .r  = 

*'«  — 1  '  ;? 

»./  ^' 

X  X 

1  2 

+  's.,ff{x)  dx-z.J  f{,r)dx 

X 
3 

+ 

=  ';,  /V  (X)  e/  .■  4-  £  Jr.  -  'rs  -  .Ir/O'-)  ^^  •^'  • 
,1  «   e  <-'  •'••, 
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Le  cliiTerenze  's^  —  'Sg_^  sono    tutte    dello  stesso    segno  e 
hanno  j^er  somma 'f.,  —  'f^:  è  da  notarsi  inoltre  che  l'integrale 

J  f{x)clx  riguardato    come  funzione    del    suo    estremo    infe- 

X 

riore  x  è  funzione  continua  e  ammette  quindi  per  x  variabile 

in  a h  un  massimo  M  e  un  minimo  m,  tra   i    quali   sono 

certo  compresi  gli  integra)  i 

f{x)  dx  f   f  (x)  d  X  —  /   /  (x)  d  X 


che  compariscono  a  moltiplicare  le  differenze  'f ,  —  's^ ,  'f 3  —  'f, , 
Si  avrà  sicuramente 

s 

epperò  si  potrà  anche  porre 

dove  [j,  è  un  certo  valore  compreso  tra  m  e  31;  e  quindi  poi- 
ché l'integrale  J  f  (x)  d  x,  al    variare  di  ce  in    a  . .  .  .b  prende 

tutti  i  valori  compresi  tra  m  e  M  sarà 

V.=ff{x)d 


yb 

V   /    'ce 

4 


i  essendo  un  punto  conveniente,  scelto  in  a  —  b. 
Si  avrà  così  infine 

Ìf,.'P,.^.  =  'fJ'f{x)dx  +  {'S,~'s^)ff(x)dx-i-ìri,.d,.D,.'^, 
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Passiamo  ora  al  limite  perle  c^  tendenti  azero:  il  1"  mem- 
bro tende  a 

/  /  (^)  'f  (x)  d  x: 

a 

ha  dunque  questo  limite  anche  il  2°  membro. 

Ora  in  questo,  il  fattore  z^  tende  a  'f  (a  -h  o),  'f  „  tende  a 

'£  {b —  o):  la  l'/jj.  65.  Z)j.  '^,,  tende  sicuramente  a  zero  giacché 

per  la  integrabilità  della  f  {x)  tende  a   zero  lalò^/^j,  e  |'fj|  è 

certo  sempre  inferiore  a  un   numero   finito:  ha    perciò    limite 
anche  1'  in  egraie 

J  f  (x)  d  X 


al  possibile  variare  di  i  col  decrescere  indefinito  delle  ò,,  e 
un  tal  limite  non  può  essere  evidentemente  altro  se  non  un 
qualche  integrale 


J  f  {x)d  X 


per  una  conveniente  scelta  di   4'  tra  a  e  h. 
Si  avrà  dunque  infine 


ì 


Jf{x)'^i,x)dx  =  's{a+  0)  f  f  {x)  d X  + 

a  « 

+   ^'L{h-o)-'^{a^o)U-ff{x)  dx 

=  'f  (a  +  o)_  j  f{x)dx-\-z  {h  -  o).J  f  \x)  d  x.C) 


(')  Qui  è  supposto  a  <b:  se  fosse  a>  b,  coraparirebSero  ^  {a  —  0) 
e  %  {b  —  0)  in  luogo  di  -f  (  a  -+-  0)  e  ■f{b-^-  0). 
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III. 


Infinitesimi. 


1.  a).  La  considerazione  di  funzioni  che  tendono  al  limite 
zero  interviene,  quasi  ad  ogni  passo,  nei  nostri  studi  e  si  può 
dire  senz'altro  che  ne  forma  l'oggetto  principale:  non  sono 
quindi  inopportune,  prima  di  procedere  innanzi,  alcune  defini- 
zioni e  osservazioni. 

Di  una  funzione  y  =  f  (x)  si  dice  che  diviene,  o  è  infinitesima 
al  tendere  di  x  verso  a,  ovvero  per  x  =  a,  se  si  ha 

lim.      f(x)  =  o 
X  =  a 

Se  ad  es.,  è,  y  ^x  —  ti,  ovvero  ij^  =  {.r — «)*,  per  x  ten- 
dente ad  </,  ognuna  delle  due  funzioni  tende  a  zero:  ma  si 
può  osservare  che  se  si  assegna  piccolo  a  piacere  un  numero 
positivo  C3,  l'intorno  del  punto  a  dentro  il  quale  deve  ridursi  x 
perchè  resulti  \i)\  <  a  non  è  quello  stesso  pel  quale  si  ha  [yj  <  a. 

|i/J  diviene  minore  di  ^  per  x  in  un  intorno  di  a  mag- 
giore di  quello  nel  quale  è  \y\  <  a. 

Il  fatto  è  messo  sotto  gli  occhi  disegnando  le  curve 
2/ =  a-  —  r/,  y^  =  {x  —  a)'  in  vicinanza  di  (i.  Ad  es.,  condotta 
la  parallela  all'asse  x  alla  distanza  -^,  la  curva  j/^  =  (a:  —  af 
cade   tra    questa  e  l'asse  «,  per  x  tra  a — ^  e  «  +  j^;   l'altra 


INFINITESIMI  HjL) 


cade  ivi,  solo  per  ..■  tra  'i  —  ^^^  e  u -^  ±    Vi   è  dunque    luogo 
ad  esaminare  la  rapidità  differente  con  cui  tendono  a  zero. 

Si  confrontano    le  rapidità  di  decrescimento    di  due  infi- 
nitesimi qualsivogliano  ?/  e//,  per  x  =  a ,  considerando  il  rap- 

porto  —  e  precisamente  si  pongono  le  seguenti  definizioni. 


1.-'  Se  il  rapporto 


per  X  in  un  certo  intorno  di  <i^ 

rimane  sempre  compreso  tra  .1  e  li  numeri  ambedue  maggiori 
di  zero,  si  dice  allora  che  y  e  y^  sono  infinitesimi  dello  stesso 
ordine:  volendosi  con  ciò  siguificare  che  si  riguardano  come 
uguali  le  rapidità  con  cui  y  e  y^  convergono  a  zero  al  tendere 
di  .e  ad  <i. 

In  particolare,  è  evidente  che  ciò  accadrà  se  è 


lÌ7n.     —  =:=  e 


e  numero  differente  da  zero. 

2'^.  Se  è     ^"'^'   —  "^  ^'  ^^  ^^^'^  ^^®  y  ^  infinitesimo  per 
X  =  a^i 

x  =  a  di  ordine    maggiore  di  y  .    Se  è    invece  lim.    -^i  =  x 

x  =  ay^ 

si  dirà  che  y  è  infinitesimo  di  ordine  minore  di  y,. 

Esempi.  —  Sen.  {x  —  a)  è  infinitesimo  per  x  =  a  dello  stesso 
ordine  di  x — a  perchè  è 


, .         se»,  (x  —  a) 
um.     '  -    -  -  =  1 


Similmente,  sono  dello  stesso  ordine  .r*  —  a*  e  x  —  a  per- 
chè è 

lim.    "- =  2  rt. 

^  X  —  a 

.e  ^  a 
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Osservando  poi  che  è 

2seìi.   -^ 

1  —  COS.  X  l 

x"-         ""       ^^       ""2 

si  ha 


lim.     1  —  COS.  X  1 

■^=0         ~?         ^   2"' 

1  —  COS.  03  e  ce*  Sono    dunque  per    x  =  0   infinitesimi  di    egual 
ordine  per  x  =  0,  e  di  ordine  superiore  a  quello  di  x. 
Osservazione  ì\  Se,  essendo 


lim.    y  =  0 ,  lim.    yy=o 

X  =  a  X  =  a 


è  supposto 

X =a  y^ 


Lim.     -^  =  e , 


e  essendo  un  numero  determinato  e  finito,  non  escluso  che 
sia  zero,  ciò  significa  che  i  valori  che  il  rapporto  -^  va    as- 

y, 

sumendo  via  via  che  la  x  tende  ad  «,  almeno  da  un  certo 
punto  in  poi,  sono  tutti  determinati  e  finiti:  epperò,  se  vi  è 
un  valore  a-\-  h^  ài  x  che  rende  nullo  ?/j,  lo  stesso  valore  do- 
vrà pur  rendere  nullo  y.  allora  vorrà  dire,  per  note  conven- 
zioni (II,  7,  A;),  che  è  determinato  e  finito  il 


X 


r         y 

km.  -^ 


ed  è  questo  limite  che  è  assunto  come  valore  particolare  del 
rapporto  —  nel  punto  0;  =  //-)-//,;  e  si  può  quindi   anche    ai 
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valori  nulli  di  //  e//,  in  questo  punto,  intendere  sostituiti  due 
numeri  il  cui  rapporto  sia  il 


lim.         ^  ; 
X-  =  «  4-  /',  '^' 

e  così  riterremo  che  //,.  nel   tendere  di  u:  =  a ,  almeno  da  uu 
certo  punto  in  poi,  non  passi  mai  per  lo  zero. 

Se  è     lim.  —  =  -\-  y:  .  ovvero  a  —  x  ,  vuol  dire  che  da 

un  certo  punto  in  poi  y  non  è  mai    più   zero,  .se  pur    non  lo 
è  anche  i/i'-  Q    se    lo    sono    insieme    ambedue    per    un    valore 

.v^=a-\-h,,  allora,  come  si  è  detto,  alla  forma  (  -^  ) 
priva  di  significato  si  intenderà  sostituito  il 

din.         — 
a^  —  a  +  //,  -'^ 

che  certo  non  può  esser  nullo. 

Non  sono  dunque  da  considerarsi  nulli  insieme  //  e  //,:  non 
lo  è  //  da  sé  solo,  e  se  essenelo  //  diverso  da  zero,  fosse  nullo  //, 

yer  X  =  a  -\-  h^,  alla  torma  (  —    j         pure   priva  di   significato 
dovrà  intendersi  sostituito  il 


Itm.         — 

che  sarà  necessariamente  -+-  oc  ,  ovvero  —  x  ,  come  il 

lim.    -■- 
a;  =  «.'/. 

presupposto. 

Alla  forma  (  -'-  )         si    può   (quindi    supporre    sostituito 
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//i 

di  segno  -|-  *^  —  rispettivamente,  senza  che  si  alteri  il 


un  quoziente  —  di  valore  determinato   grande    come  vuoisi  e 
ili 


lim.    ^~\ 
X  =  a  -'i 


e  cosi  può    intendersi  che  (j  ^  Uv  P®^  *  differente    da  a    non 
siano  mai  nulli. 

Osservazione  2-'.  Qui  si  è  parlato  di  infinitesimi  per  ce 
tendente  ad  un  limite  finito  a:  ma  si  avranno  pure  a  conside- 
rare quantità  che  divengono  inrinitesime  per  x  tendente  a  -f-  oo 
ed  a  —  X  :  si  applicheranno  ancora  le  definizioni  di  dianzi. 

b).  Rispetto  agli  infinitesimi  è  fondamentale  la  proposi- 
zione: 

Se,  al  tendere  di  x  ad  a  ovvero    a  ±  co  il  quoziente  di  due 

V 
injìnitesimi  —   tende  ad  un  limite  determinato  :  a  questo   stesso  li- 

;   ,     1  •;        •    ,    /y  +  »  7     •     ^""-    —  =  0  e 

mite  tende  imre  d  quoziente     -   —  quando  sia    , y 

lim.     —  =  0,  cioè,  =,  i    infinitesimi  rispettivamente  d'ordine 
x'=o   '/i 

superiore  a  //  e  //,. 

Poiché  //,  (Osservazione  1.*),  variando  non  passa  per  lo 
zero,  se  neanche  y  vi  passa,  si  può  scrivere 


y_±2 


e  poiché  è 


1  +- 

liw.    ^=1 

e  =  01  _|_Ì1 
^1 


risulta  evidente  la  proposizione  enunciata. 
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Se  poi  y  passa  per  lo  zero,  giacché   non  vi  passa  v      se 
esiste  determinato 


lim.    -^ 
X  =  a  Vi 


questo  non  può  che  essere  zero;  ed  è 

1±A_         y 


y, 


r  + 


ma,  per  l'ipotesi, 


e  anche 


y^  y, 


firn.    -^  =  0 
z  z=  a  y^ 


lini. 

z. 

=  0 

x=  a 

^. 

liììl 

1 

1 

X  =  a 

+ 

^1_ 

^i 

li  in 

y  +  £ 
'a  y>  +  =. 

= 

a?  = 

a 

es- 


quindi, sempre 


Osservazione.  La  pro])osizioue   enunciata  può    anche 
sere  espressa  dicendo  che  ad  y  e  y^  si  possono  sostituire  degli 
altri  infinitesimi  y'  e  y\  tali  che  sia 


X  =0    y  ,,  =  „  y, 

senza  che  muti  il   limite  del  quoziente  -^:  giacché,  .s,.  ,7  n„. 

Akzela.  —  Voi.  I.  - 
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ziente  di  due  infinitesimi  ha  per  limite  l'unità,  ciò  significa  che  la 
loro  differenza  è,  rispetto  ad  essi,  un  infinitesimo  di  ordine  supe- 
riore e  viceversa. 

Ad  es.  dall'  essere 

,.        sen.  nix       ^          ,.        sen.  nx 
lini. =  1,         hin.     =  1 

.x=a      '"^  x  =  a      ^'^ 

deriva 

sen.  m  x        in 


lini. 


^^^sen.nx         n 


e).  Infinitesimi  convergenti  in  egual  grado.  —  ^^  V ii  Vìi 
y^  ....  sono  infinite  funzioni  di  ce,  che  per  x  =  a  divengono 
infinitesime,  vi  è  luogo    a    introdurre   una   distinzione. 

Può  accadere  che,  assegnato  un  numero  positivo  o  pic- 
colo a  piacere,  esista  un  intorno  (a  —  s  ....  a -j- 2)  di  (/  tale 
che  per  x  compreso  in  esso  sia  sempre 

\yi\<^i    li/J<^    ••••    li/J<a.... 

e  può  invece  accadere  che,  per  quanto  piccolo  si  prenda  il  a, 
un  tale  intorno  non  si  possa  mai  assegnare,  pel  fatto  che  le 
Vii  Vì^  ""  y>ìì  sono  in  numero  infinito. 

Si  dirà  nel  primo  caso  che  le  y  sono  per  x  =  a  infinitesimi 
convergenti  in  egnal  graduo. 

Non  sono  convergenti  in  egual  grado  gii  infinitesimi: 


(ce  —  a),    {x  —  «)%    {x—  (i)\....     {x  —  rt)°  .... 
mentre  tali  sono  gli  altri: 

X  —  II,     (.T  —  af,     {x  —  (if, (a?  —  «)"     

d)  Se  si  hanno  dite  successioni  di  infinitesimi  per  x  =  a 
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1) 

2) 
e  i  quozienti 


2/.  )    y,  > 


'1  '    -il 


Vi      y. 


y. 


yn 


sono  infinitesimi  convergenti  in  egual  .grado ,  gli  infinitesimi  2)  si 
diranno  rispetto  agli  1),  infinitesimi  d'ordine  uniformemente  supe- 
riore. 

Con  questi  concetti,  possiamo  stabilire  un  teorema  rela- 
tivo al  limite  della  somma  di  infiniti  infinitesimi. 

Se  y, ,  y,,,  ....  y.^,  —  sono  tali  funzioni  di  x  dte  per -s.  nel- 
V  intorno  (a  —  s     a  +  o)  si  ha  sempre 

|?/J  +  jyJ  +  ....|yJ  +  ....<jL 

L  finito  e  per  x  tendente  ad  a  ognuna  tende  a  zero,    e  la  somma 


3) 


s  =  y,  +  y.,+ 


tende  contemporaneamente  ad  un  limite  A,  (dio  stesso  limite  tende 
pure  la  somma 

4)        (y,  +  3.)  +  (y,  +  g  +  ....  (^.  +  3  J  +  •••• 

se  gli  ìj ,  =2,   j,j ,  sono  per    x  =  a,   infinitesimi   di    ordine 

imiformemente  superiore  rispetto  agli  y,,  y.^,  —  y„, 

Assegnato  un  a  piccolo  a  piacere,  si  avrà  per  tutti  i  punti 
X  di  un  certo  intorno  di  (t 


donde 


\y. 


<    0 


l=,l<a|Z/,l»    \h\<^\yf\ 


116  INFINITESIMI 


iEj  +  ig  +  ---.  +  ki  +  .-..<^^ 

La  serie   4)  sarà  dunque,  per  tutti  gli  x  di  un  certo  in- 
torno di  a,  convergente  assolutamente  e  si  potrà  scrivere 

(2/.  +  g  +  (2/.  +  3,)  +  ....  =  y,  (^+i)"^^^0+^)+-' 

==  y,  +  2/>  +  2/3  -H  •  •  •  •  + 

^'  y,        -  y, 

il  valore   assoluto  della  differenza  fra  la  3)  e  la  4)  è  dunque 


2/1-  +2/0-  + 


<  o  L 


0  essendo  arbitrario,  rimane  provato    quanto  si  è  enunciato. 

OssRVAZiONE  1^,  Il  principio  ora  stabilito  può  anche  enun- 
ciarsi dicendo  che:  il  limite  di  una  somma  di  infiniti  infinitesimi 
non  muta  se  questi  si  sostituiscono  con  altri,  i  cui  rapporti  rispettivi 
con  qnelU  tendono  tutti  uniformemente  alV  unità;  beninteso  quando 
sia  sempre  soddisfatta  la  condizione  che  la  somma  dei  valori 
assoluti  degli  infinitesimi  sia,  nell'intorno  del  punto  che  si 
considera,  inferiore  a  un  numero  assegnabile.  Sia  n  =  2  /^  nu- 
mero pari:  poniamo 

Vn   \  vn  / 


INFINITESIMI  iij 

dove  tutti  gli  a  di  indice  impari  sono  eguali  ad  a,,  quelli  di 

indice  pari    ad  a,.  La  somma  a,  4-  7^  -f- -j_  ,y    =  !L  ~  i 

Sia  d'  altra  parte 

=  -L    3  =_  --1      o  __1      0  _  1  .  1 

Al  crescere    indefinito  di  n,  sono  infinitesimi  gli  a  e  i   ; 
e  i  rapporti 

tendono    uniformemente  a  1  :  ma  la  somma  delle  ^  è  sempre 
n«Z^a  e  quella  delle  7.  e^?<a^e  a  1. 

Si  vede  bene  che  manca  la  condizione  che  le  somme 


Kl  +  Kl +  •••.  + 'a.;  =v7-l 

2 

l?J  +  i3,|  +....  +  1^, 


\  « 


rimangano,  per  ogni  n,  inferiore  a  un  numero  assegnabile. 

Se  si  presuppone  soddisfatta  la  condizione  imposta  ai  rap- 
porti  anzidetti,  queste  due  somme  saranno  insieme  finite,  ov- 
vero insieme  infinite,  come  si  vede  subito. 

Osservazione.  Non  si  suole  invocare  spesso,  in  modo  espli- 
cito, questo  principio:  ma  chi  voglia  riflettere,  riconoscerà 
facilmente  che  esso  è,  tacitamente,  quasi  di  continuo  applicato, 
0  piuttosto,  che  molti  risultati  ottenuti,  per  mezzo  di  altre  con- 
siderazioni, sono  in  sostanza  dovuti  all'applicazione  tacita  di 
quel  principio. 

Ad.  es.,  sia  ij=f(x)  una  funzione  continua  in  a....b:  si 
divida  questo  nelle  parti  ò,,ò,,....  a„  ;  si  inscriva  nella  curva 
rappresentativa  la  poligonale  i  cui  lati  hanno  per  proiezioni 
le  parti  ò:  poi  si  conducano  le  parallele  per  gli  estremi  delle 
ordiuate  corrispondenti  ai  punti  di  divisione  come  si  è  fatto 
al  Gap.  ir,  n.  2  e). 
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Si  avrà  una  somma  di  trapezi  ed  una  somma  di  rettangoli. 

Gli  uni  e  gli  altri  divengono  infinitesimi  con  l'impioco- 
lire  delle  parti  S:  ma  ricordando  il  teorema  di  Cantob,  si  vede 
subito  che  i  triangoli  che  sono  le  differenze  fra  i  trapezi  e  i 
rettangoli,  sono  infinitesimi  di  ordine  uniformemente  superiore: 
la  somma  dei  rettangoli  e  quella  dei  trapezi  hanno  dunque  uno 
stesso  limite:  il  che  noi  già  sappiamo  per  altra  via. 

Ma  nonché  .su  applicazioni  concernenti  i  nostri  studi  pos- 
siamo anche  richiamare  l'attenzione  su  applicazioni  che  dello 
stesso  principio  si  fanno  nella  matematica  elementare. 

Alcune  misure,  fatte  nella  geometria  elementare,  sono 
delle  conseguenze  semplici  e  immediate  di  questo  principio. 
Per  es.,  la  misura  del  cerchio  risulta  da  una  decomposizione 
in  settori  eguali  e  dalla  sostituzione  di  triangoli  ai  settori  : 
quella  della  piramide  triangolare,  da  una  decomposizione  in 
tronchi  di  piramide  di  eguale  altezza,  ai  quali  si  sostituiscono 
dei  prismi  triangolari,  ecc.,  ecc. 

Neil'  applicazione  del  principio  medesimo  è  pur  fondato, 
iu  sostanza,  il  metodo  seguito  dai  geometri  dell'  antichità  per 
risolvere  il  problema  delle  quadrature. 

e)  Nel  confronto  degli  infinitesimi  non  ci  si  limita  sem- 
pre ad  esaminare  se  uno  sia  di  ordine  superiore,  eguale  o  in- 
feriore rispetto  a  un  altro;  ma  si  può  anche  procedere  ad  una 
più  minuta  disanima,  convenendo  di  confrontare  gli  infinite- 
simi, che  si  presentano  in  una  certa  questione,  tutti  con  un 
certo  infinitesimo  che  si  assume  come  infinitesimo  principale  o 
infinitesimo  ttnità:  analogamente  a  quanto  si  fa  nella  misura 
delle  grandezze. 

Qui  si  tratta  in  certo  modo,  di  misurare  le  rapidità,  con 
le  quali  più  infinitesimi  convergono  a  zero,  al  tendere  di  x 
verso  a:  perciò,  occorre  fissare  un  infinitesimo,  la  cui  rapidità 
di  convergenza  si  assuma  come  imita. 

Ad  es.,  si  fìssi  X  —  a  come  infinitesimo  principale  :  si  dirà 
che  (x  —  a)"  è  un  infinitesimo  di  ordine  ìi  rispetto  ad  ce  —  a 
e  y  funzione  di  x  qualsiasi  si  dirà  pure  infinitesimo  di  ordine 
n  se  è: 

lim. ^— -.  =  A 


X 


^«(«'-«r 
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(con  A  diverso  da  zero  e  finito),  dimodoché,  in  tal  caso  si  po- 
trà scrivere: 


^         -A+-. 


{X  —  a)" 
con  s  tendente  a  zero  con  x  —  a,  donde: 

y  =  A{x  —  a)"^  -\-  t  (x  —  a) "■ 

per  a;  nell'intorno  di  a. 

Se  per  infinitesimo  principale  si  assume  —  al  tendere  di 

X 

X  air  co,  si  dirà  rj  infinitesimo  di  ordine  n  rispetto  ad  — se  è: 


X 


Uni.      ,    y    ,    =  A 
x,=  X 


donde: 


i^y 


=  -  4-- 

^        x"    '    a;" 


Nel  primo  caso  A  (x  —  a)"-  è  la  ijarte  principale  dell'  infi- 

nitesimo  y:  nel  secondo,  essa  è  —  e  pel  teorema  6),  il  rapporto 

dei  due  infinitesimi  e  quello  delle  loro  parti  principali  tendono 
allo  stesso  limite. 

Così,  rispetto  all'infinitesimo   unità  x  —  a,  è   infinitesimo 
di  1.*^  ordine  f-en,  {x  —  a):  di  2.°  ordine  1  —  cos.  {x  —  a),  ecc. 

In  un  triangolo  rettango- 
lo ABC,  (Fig.  7.^'),  si  ha 


BA—  AC=  AB  (1  —  COS.  a) 

a  essendo  l'angolo  BAC.    Se     A 

si  assume  per  infinitesimo  prin-  ^^'  ^' 

cipale  a ,  si    vede   che  la    differenza  fra  l' ipotenusa  e    la   sua 

proiezione  è  un  infinitesimo  di  2.°  ordine. 
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se 


2.  a).  Infiniti.  —  Denominazioni  e  considerazioni  analoghe 
a  quelle  sin  qui  poste,  si  pongono  per  delle  quantità  y  dipen- 
denti da   «,  che  per  x  tendente  ad  a,  o  ad  go  ,  crescono  oltre 

ogni  numero  nssegnabile^  in  modo  che  la  reciproca  —   tende  a 

y 

zero. 

Di  tali  quantità  si  dice,  come  già  sappiamo,  che  per  x=  a 
divengono,  sono  infinite. 

Due  infiniti  y  Q  y ^  per  x=  a  si  dicono  dello  stesso  ordine, 

-^    per  X  tra  a  —  s  e  a  -\-  o  rimane   sempre    compreso  tra 

A  6  B,  essendo  questi  numeri  maggiori  di  zero:  si  dirà  y  in- 

finito  di  ordine  maggiore  se  è  lim.  — 

a;  =  a  I  ^> 

I  v\ 
se  e  Um.      -^  ==  0. 

x  =  a   I  ^1 1 

h).  Se  non  che,    in  luogo    di    clas.sificare  separatamente 
gli  infinitesimi  e  gli  infiniti,  si  suole  farne  una  classe  unica. 

Quando  in  una  certa  questione  si  hanno  da  considerare 
quantità  che  per  x=a  divengono  infinitesime  e  altre  che  di- 
vengono infinite,  se   ne  assume  una   come   infinitesimo   unità, 

T  1       come  infinito  unità;  ovvero  sia,  iDoichè 

ad  es.,  X — a,  e  — 

X  —  a 

{x  —  a]     ,  SI  conviene  di  riguardare come 


X  ;  di  ordine  minore 


X  —  a  X  —  a 

infinitesimo  di  ordine  —  Le  cosi  ; -,  come  infinito  di  or- 

(x  —  a)  ' 

dine  7i,  ovvero,  infinitesimo  di  ordine  —  n. 

Con  tale  convenzione,  di  tutte  le  quantità  y  che  per  te  =  a, 
convergono  al  limite  0,  o  al  limite  co  ,  o  a  un  limite  finito,  si 
misurerà  la  rapidità  di  convergenza  facendone  il  rapporto  con 
le  potenze  di  ce  —  a,  positive,  negative  o  nulle. 

Se  si  trova 

lim-  y        _  ^ 

X  =  a  {x  —  a)" 

C  diverso  da  zero  e  da  infinito,  si  dice    y  infinitesimo  di  or- 
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dine  n  rispetto  a  ,x-  -  «.  Se  è  n  >  o,  effettivamente  y  tende  a 
zero;  se  e  u  =  o,  y  tende  od  un  numero  C  diverso  da  zero: 
se  è  u  <  0  tende  all'  co  . 

Osservazione  1^  Degli  ordini  di  infinitesimo  delle  fun- 
zioni, ovvero  sia  delle  rapidità  di  convergenza  a  zero,  quando 
SI  volessero  riguardare  come  grandezze,  non  si  potrebbe  dire 
che  soddisfino,  al  principio  di  Archimede.  Delie  ordinarie 
grandezze,  che  vi  soddisfano,  si  sa  che  se  una  di  esse  è  de- 
terminata ed  è  minore  di  ogni  grandezza  assegnabile,  si  deve 
concludere  che  è  rigorosamente  nulla.  Non  è  così  per  gli  or- 
dini di  infinitesimo  e  di  infinito:    ad   es.,  la  funzione L_ 

al  crescere  indefinito  di  x,  tende  sicuramente  a  zero  ;  ma  intanto 
se  si  prende  per  infinitesimo  unità  la  funzione  1 ,  non  esiste 
come  vedremo,  alcun  numero  razionale  o  irrazionale,  per  pie- 
colo  che  voglia  pensarsi,  che  rappresenti  la  rapidità  di  decre- 
scimento Clelia  ^-i-,-  al  crescere  di  a-;  di  un  tale  ordine  di 
infinitesimo  si  potrebbe  dire  che  non  è  zero  ed  è  minore  di 
ogni  numero  reale  assegnabile.  Altrettanto  dicasi,  ad  es.,  della 
«•%  che  al  crescere  di  x  diviene,  se  è  a>  1,  infinita,  e  lo  di- 
viene  rispetto  a  x  di  un  ordine,  che  supera  qualsiasi  numero 
assegnabile. 

Osservazione  2-\  Se  ^  e  ^^  sono,  rispetto  a  un  infinite- 
simo a,  che  può  anche  essere  x  -  a,  degli  ordini  rispettivi  n 
e  «,,  la  somma  y -i- y^  lo  è  di  ordine  eguale  al  minore  dei 
aue  n  e  n.:  il  prodotto  di  ordine  «  +  »,. 
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IV. 

Derivata. 

1.  a)  Prendiamo  a  considerare  il  rapporto: 

f{x  +  h)-f{x) 
h 

che  chiameremo  rapporto  incrementale  della  funzione  y=f{os), 
nel  punto  x. 

Esso    ha   valore    determinato    per    ogni  x    dell'intervallo 

a b  e  per  ogni  h  diverso  da  zero,  tale  che  anche  x -{- h  sia 

un  punto  di  questo  intervallo. 

Si  dirà  rapporto  incrementale  destro  se  è  h  positivo:  siniotro 
se  è  h  negativo. 

iSe  tenuto  fisso  x,  comunque  si  mandi  h  allo  zero,  sempre  esi- 
ste un  determinato  limite  per  quel  rapporto,  questo  limite  dicesi  de- 
rivata dalla  funzione  nel  punto  x  e  si  indica  con  la  notazione 
f  (x),  ovvero  Df  (x),  o  anche  y'^ . 

Se  SI  fa  decrescere  h  per  soli  valori  positivi,  può  esistere 
un  limite  e  non  essere  quello  che  può  esistere  quando  h  de- 
cresce per  soli  valori  negativi;  si  chiamano:  il  primo  derivata 
a  destra,  il  secondo  derivata  a  sinistra. 

Se  in  un  punto  x  esistono  le  due  derivate  a  destra  ed  a  si- 
nistra e  sono  eguali,  ivi  esiste  la  derivata  nel  senso  ordinario,  come 
sopra  è   detto. 

Invero,  sia 

1)  /*,,     K,     \,     ....     /i„,     .... 
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una  successione  qualsivoglia  di  numeri  positivi  e  negativi  ten- 
denti a  zero  :  siano 

2)  K      K,    ■■■■ 
i  positivi 

3)  h„      II, 

i  negativi. 

Per  ipotesi,  la  successione  dei  valori  che  assume  il  rap- 
porto incrementale  quando  li  prende  i  valori  2)  ammette  un 
limite,  che  è  quello  stesso  cui  tende  il  rapporto  medesimo 
quando  h  passa  per  i  valori  3):  è  dunque  evidente  che  esso 
tende  allo  stesso  limite  quando  h  varia  passando  per  i  va- 
lori 1),  (1,  n). 

b).  Se  in  un  punto  x  esiste  la  derivata  ordinaria  finita,  la 
funzione  in  quel  punto  è  continua. 

Esista  invero 

lini.     fix-^h)--f{x)  _ 
h  =  o  -       -     h  — /    W 

(finito). 

Per  un  valore  qualsiasi  di  h  diverso  da  zero,  si  può  scri- 
vere : 

/(a'+^)-/(^)  _^,  (^)  _^  3 

dove  £  è  una  quantità  che  tende  a  zero  con  h. 
Di  qui  si  trae 

f(x-hh)-h{.■)  =  hf{x)-^h^, 

e  si  vede  bene  che  al  tendere  di  h  a  zero  f{x  -+-  li)  — f  (x)  tende 
pure  a  zero. 

e).  La  continuità  della  funzione  in  un  punto  .r  è  dun- 
(jue  condizione  necessaria  perchè  ivi  esista  la  derivata  finita: 
ma  non  è  sufficiente. 
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Sia,  ad  es.,  la  funzione  continua 

TI 

con 

y  =  0 
per 

X   =   0. 

Nel  punto  a?=o'il  rapporto  incrementale  è 


7  ^ 

Il  se)i,  -r- 

h  71 


si  faccia  h  =  —  ed  n  ingrandisca  per  valori   interi:  si  ha 


sen.   -r-  =  sen.n  -^ 
Il  l 


evidentemente  non  esiste  limite  determinato. 
Sia  pure  la 


y  ^=^j  {x)  =  X  sen.  —  sen. 


X  % 

sen.  — 

X 


per  ogni  valore  x  ^  o^    eccettuate    le    radici    dell'  equazione 


> 
< 

sen.  —  =  0,  che  sono  tutti  i  valori  x  =^  —  con  r  intero.  Nel 
X  r 

punto  X  ==  o  e  in  ogni  punto  x=  —  si  prenda 


f(o)  =  o,        /(y)  =  ^ 
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Resulta  così    definita  ima  funzione  continua  in  ogni    in- 
tervallo —  d....d,  enumero  finito  qualunque,  la  quale  manca 

di  derivata  in  ogni  punto  :c=o,e~,   ,•  intero   qualsivoglia. 
La  funzione  che  è 


per 

X  =  o 


X 

U  =  


1  +  e^ 
per 


X    ^    0 


è  continua  per  x  =  o,  ^  ha  ivi  per  derivata  a  destra 


lim. =  0 


per  derivata  a  sinistra 


lìm. 


Funzioni  prive  di  derivata  in  punti  speciali  sono  sempre 
state,  come  è  ben  naturale,  conosciute:  ma  si  è  anche  am- 
messo per  lungo  tempo  che  ogni  funzione  continua  avesse,  ge- 
neralmente, derivata  e  si  pretendeva  di  darne  delle  dimostra- 


zioni 


Ora,  da  anni,  si  conoscono  delle  funzioni  continue  che  non 
ammettono  derivata  in  alcun  imnto. 

Il  primo  esempio  di  simili  funzioni  fu  dato  da  Weyer- 
STRASS:  fu  poi  generalizzato  dal  Dini. 
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L'esempio  di  Weyerstrass  è 

/  (ce)  =  S„  «'"  COS.  (b''xz] 


dove  a  è  un  numero  positivo  minore  di  imo,  h  un  numero  in- 
tero dispari  ed  è 

3 

ah  >  1  -\-    -^   71. 

L' esistenza  della  derivata,  o,  come  suol  dirsi,  la  deriva- 
bilità è  una  proprietà  che,  quando  si  considerano  funzioni  ge- 
nerali, occorre  presupporre  in  esse  così  come  si  presuppone  la 
continuità,  l' integrabilità  :  ben  inteso,  se  gli  studi  che  si  vo- 
gliono fare,  richiedono  siffatta  proprietà. 

Trattandosi  invece  di  funzioni  particolari,  espresse  anali- 
ticamente, noi  daremo  più  innanzi  le  regole,  mercè  le  quali 
la  determinazione  della  derivata  può  essere  fatta. 

Osservazione.  Il  rapporto  incrementale 

f{x  +  h)-f{x) 
h 

a  tendere  di  h  a  zero  in  modo  qualunque  può  avere  per  li- 
mite il  -f-  co  ,  ovvero  il  —  co  :  in  questo  caso  si  conviene  di 
dare  anche  a  un  tal  limite  il  nome  di  derivata  e  si  dice  espres- 
samente la  derivata  nel  punto  x  è  -f~  co  ,  o  —  co  . 

Ciò  può  accadere  benissimo  anche  se  la  funzione  è  con- 
tinua :  è  il  caso  della  funzione 


nel  punto  x  =  o:  ma  il  fatto  ora  notato  ha  sicuramente  luogo 
se  si  cerca  il  limite  di  quel  rapporto  per  un  punto  x^  in  cui 
esistono 

/(«o  +  o)  e  f{x„  —  o) 

e  precisamente  1'  uno  maggiore,  l'altro  minore  di  f{x„). 


ì 
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h.  Significato  della  derivata.  —  La  derivata  di  una  fun- 
zione è,  come  subito  si  intuisce,  intimamente  legata  al  modo 
di  comportarsi  della  funzione. 

Intanto  possiamo  subito  mostrarne  il  significato,  quando, 
come  immagine  della  funzione,  nel  modo  solito  già  detto,  si 
assume  una  curva. 

Si  pensi  la  curva  y  =  f  (x)  riferita  al  solito  sistema  di  assi 
ortogonali:  si  segnino  sulla  curva  i  punti  il/ e  M'  di  coordinate 
(.r, /(a-))  e  {x -\- h,  f  {x -{-  h)):  si  conduca  la  corda  MM'  e  la 
parallela  iliP  all'asse  x.  Si  vede  subito  dalla  figura  (Fig.  8*), 
che  è 


tang.  M' M 


h 


cosi  per  li  positivo,  come  per  h  negativo. 

Si  chiami    ora,,  seguendo  definizioni  ben   note,    tangente 

alla  curva  nel  punto  M  la  retta 
che  è  la  posizione  limite  delle  se- 
canti M  M'  a  destra  e  a  sinistra 
quando  queste  si  muovono  intorno 
al  punto  M  tenuto  fìsso,  cosi  che  un 
altro  punto  di  intersezione  si  av- 
vicini indefinitamente  ad  M. 

Allora  si   vede  che    se  la  fun- 
zione y  =f{x)  nel  punto  x  ammette 
derivata,    nel    punto    M  corrispon- 
dente la  curva  immagine  ammetterà 
^W-  ^•"  la  tangente,  perchè  esistendo  il 


Uni.     f  {x 
h=  0 


h)  -f  [X) 


h 


esiste  il    livi.    tcmg.  .li' il/ /^  al  muoversi  di  il/'  verso  il/,  e  in  con- 

h  =  0 
seguenza  una  retta  passante  per  il/,  che  è  la  posizione  limite 

delle  posizioni  successive  della  secante:  esiste  cioè  la  tangente 
e  il  suo  coefficiente  angolare  è  ti  valore  della  dericata  f  (x). 

Viceversa,  se  la  curva  immagine  della  ?/=/(a;),  ammette 
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in  M  la  tangente,  vuol  dire  ciie  esiste  un  limite  per  l'angolo 
M'  M  P  quando  esso  varia  nel  modo  detto  e  quindi  esiste 

lim.    fjx+ìi)—f{x) 
h=o  h 

L'ammettere  dunque,  come  pur  si  faceva,  come  cosa  evi- 
dente, che  ogni  curva  continua  fosse,  generalmente,  dotata  di 
tangente,  equivaleva  perfettamente  ad  ammettere  che  la  con- 
tinuità della  funzione  includesse  in  sé  anche  l'esistenza  della 
derivata. 

Notiamo  ancora  che  con  la  conoscenza  della  derivata  è 
risoluto  il  problema  del  tracciamento  della  tangente  in  un 
punto  di  una  curva. 

È  pure  da  tenersi  presente  che  se  la  funzione  rappresen- 
terà qualche  cosa  di  differente  dall'ordinata  di  una  curva,  an- 
che la  sua  derivata  avrà  altro  significato  da  quello  indicato 
qui,  e  che  è  il  significato  geometrico. 

Ad  un  altro  significato  siamo  infatti  subito  condotti  dalle 
seguenti  osservazioni. 

Sia  X  il  tempo,  contato  da  un  determinato  istante  e  in 
una  certa  unità  di  misura  prefissata  ad  arbitrio,  che  un  punto 
moventesi  sopra  una  linea  retta  ha  impiegato  a  percorrere  il 
cammino  di  lunghezza  f{x):  è  allora  f{x  -\-  h)  quello  compiuto 
nel  tempo  x -\- h  e  quindi /(ce -}- A) — /(«)  il  cammino  per- 
corso nell'intervallo  di  tempo  x  . . . .  x  -\-  h. 

Sia  il  moto  uniforme,  cioè  tale  che  per  esso,  in  tempi 
arbitrari  ma  eguali,  siano  percorsi  cammini  eguali:  allora  il 
quoziente 

f(x-i-h)-f{j:) 


rappresenta  la  velocità,  vale  a  dire,  il  cammino  percorso  in  una 
unità  di  tempo. 

Se  il  moto  non  è  uniforme,  il  concetto  di  velocità  non  è 
altrettanto  semplice:  il  rapporto  precedente  rappresenta  piut- 
tosto la  lunghezza  media  del  cammino  che  corrisponde  alla 
unità  di  tempo,  durante  l'intervallo  x  .  .  .  .  x  -{-  h. 
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Quanto  più  breve  è  l'intervallo  di  tempo,  che  si  consi- 
dera, tanto  più  si  attenua  la  inequabilità  del  moto  durante  il 
medesimo,  e  tanto  più  il  significato  di  quel  rapporto  si  ap- 
prossima a  quello  di  velocità. 

Come  nel  caso  precedente  del  moto  uniforme  o  equabile, 
in  cui  è 


^(,)^/(^'  +  ^;-/-w 


cosi  anche  in  questo  del  moto  non  equabile,  se  per  h  ten- 
dente a  zero  il  rapporto  incrementale  ha  un  limite  determi- 
nato, questo  limite  è  assunto  come  velocità  dalla  quale  è  animato  il 
j'Unto  mobile  neW  istante  x. 

Fondandosi  sul!'  idea  di  moto,  la  derivata  può  ricevere 
anche  un'altra  interpretazione.  —  Si  immagini  l'intervallo 
rt  .  .  .  .  ò,  in  cui  la  funzione  è  data,  percorso  dal  punto  x  con 
moto  equabile;  comtemporaneamente  si  pensi  un  secondo  punto 
y  percorrente  l'intervallo  l . .  . .  L  dentro  cui  varia  la  funzione; 
il  moto  di  questo  secondo  punto  non  sarà,  in  generale,  equa- 
bile. Si  considerino  i  due  punti  x  e  y,  alla  fine  di  un  certo 
tempo  t  e  si  lasci  poi  trascorrere  un  ulteriore  tratto  di  tempo 
■:  :  il  punto  x  arriverà  in  x  -\-  h  e  y  =fix)  in  ^  -f-  A-  =/(•'"  +  '0- 

allora —  =  c  è  la  velocità  con  la  quale  x  percorre  il  suo  in- 
tervallo e 

f(x-{-h)-f{x) 


im. 


quella,  dalla  quale  è  animato   il   punto   ij   nell'  ultimo  istante 
del  tempo  t.  Ma  è 

f(x-^h)-f{x)      f  {x  +  h)  -JJpc) 

f(x  +  h)-fix)__  T T 


e  z  ed  h  tendono  a  zero  insieme.  Si  vede  così  che  la  derivata 
f'{x)  è  il  rapporto  delle  velocità,  dalle  quali  in  un  dato  istante 
sono  animati  y  e  x,  nei  loro  rispettivi  domiuii  di  variabilità; 

AKZKLÀ.  —   Voi.    I.  '.' 
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dimodoché  si  può  enunciare:  se  si  assume  come  uìiità  di  juisura 
della  velocità  quella  con  cui  si  muove  x  (cioè  si  fa  e  =  1),  la  deri- 
vata di  una  funzione  in  tin  punto  x  esprime  la  rapidità  con  citi 
nel  punto  medesimo  varia  la  funzione. 

Osservazione.  Le  interpretazioni  esposte  qui  per  il  con- 
cetto di  derivata,  e  quella  data  già  al  concetto  di  integrale, 
lasciano  bene  intravedere  l'importanza  di  questi  studi  per  le 
questioni  di  Geometria  e  di  Meccanica. 

Noi  ora,  rimanendo  nel  campo  della  pura  Analisi,  allo 
scopo  di  lumeggiare  più  vivamente  il  legame  tra  la  funzione 
e  la  derivata,  procediamo  a  stabilire  alcuni  altri  concetti  es- 
senziali. 

2.  a)  Massimi  e  minimi.  —  Già  abbiamo  veduto  che  una  fun- 
zione continua  raggiunge  sempre  in  qualche  punto  dell'inter- 
vallo, in  cui  è  definita,  il  suo  massimo  ed  il  suo  minimo,  i 
quali  sono  i  suoi  valori  estremi,  cioè  l'uno  il  massimo  l'altro 
il  minimo  assoluto  nel  senso  che  l'uno  è  massimo  rispetto  a 
tutti  i  possibili  valori  della  funzione,  l'altro  è  minimo  in  egual 
modo. 

Ma  in  uno  studio  più  intimo  della  funzione,  si  può  con- 
frontare il  valore  che  essa  ha  in  un  certo  punto  x  solamente 
coi  valori  della  medesima  nei  punti  di  un  determinato  in- 
torno {x  —  B . . . .  X  -{-  ò)  di  .r,  e  allora  possono  presentarsi  tre 
casi  distinti: 

V.  Ghe  esista  pel  punto  .r  un  intorno  assegnabile  {x  —  = 
.  . .  .X  -{-  ò)  tale  che  per  x  ^t  h,  preso  in  esso,  sempre  si 
abbia 

f{x±:h)-f{:x)<o 
ovvero  sempre 

f{jj±h)-fi,r)>0 

escluso  però  che   si   verifichi   l'eguaglianza  per   tutti   i  punti 
dell'  intorno. 

2".  Che  sia  sempre 


f{x-h)<fix)<f{x-i-h) 


DERIVATA  131 


ovvero 

f{^-h)>f{x)->f{x+h) 

X  —  k  essendo  un  punto  qualunque  in  x  —  s x  e  a-  -f-  /'  uno 

qualunque  in  x  .  . .  .x  -{-Z. 

3.^  Che  non  si  verifichi  né  l'uua  né  l'altra  delle  condi. 
zioni  dei  due  casi  ora  detti  come,  ad  es.,  avviene  per  la  fun- 
zione /  {x)  =  A  -\-  X  sen.  — ,  nel  punto  .r  =  o,  e  in  particolare 
che  si  verifichi  l'eguaglianza  dianzi  esclusa  e  sia  sempre 

f{x-h)=f{x)=f{x-\-ìv. 

Nel  1''  caso  si  dirà  che  nel  punto  x  la  f{x)  ha  un  ìuab- 
simo,  ovvero  un  minimo:  nel  2"  che  essa  è  nel  punto  .r,  rispet- 
tivamente crescente  o  decrescente:  nel  3°,  che  nel  punto  x  non 
vi  è  un  massimo,  non  vi  è  un  minimo  e  la  funzione  non  é  né 
crescente,  né  decrescente:  e  solamente  se  si  verificherà  la  dop- 
pia eguaglianza  ora  indicata  si  dirà  che  il  tratto  x  —  = x  -\-  o 

è  per  la  funzione  un  tratto  di  invariabilità. 

Ciò  premesso,  noi  vediamo  subito  che  tra  la  derivata /'(.f), 
supposto  che  essa  esista,  e  i  punti  x  di  massimo  e  di  minimo 
della  funzione  vi  è  questo  legame:  che  in  un  punto  x  siffatto 
la  derivata  è  nulla. 

Ciò  resulta  dal  considerare  i  rapporti  incrementali  destro 
e  sinistro 

f(x-^h)-f{x)  /(.x-/0-/(ir) 

h  '  —h 

in  un  punto  x  di  massimo  o  di  minimo,  e  per  un  valore  h  tale 
che  i  punti  x  -\- h  e  x  —  h  cadano  dentro  l'intorno  x  —  s  ....  x  -f-  ^^ 

In  quei  punti  x  -\-  Ji  o  x  —  h  rispettivamente,  che  certo 
esistono,  nei  quali  non  sono  nulli,  i  rapporti  debbono  avere 
segui  contrari. 

Viceversa,  se  in  punto  x  e  per  x  -\-  li  o  .'■  —  //  dentro  un 
certo  intorno  x  —  =  .  . . .  .x-  -f-  5  i  detti  rapporti  sono  sempre  di 
segni  contrari,  eccettuati  dei  punti  dove   possono  esser  nulli, 
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vorrà  dire  che  i  numeratori  dei  medesimi  liaiino  sempre  uno 
stesso  segno  e  vi  è  quindi  in  -r  un  massimo  o  un  minimo. 

Si  ha  dunque: 

Ln  condizione  necessaria  e  sufficiente,  jìerchè  in  un  ■pun(o  x  la 
f  (x)  abbia  un  massimo  o  un  nìinimo,  è  che  i  due  rapporti  incre- 
mentali, per  tutti  {  valori  dì  h ,  che  sono  compresi  tra  due  nu- 
meri assegnahili  —  =  e  6,  e  pei  quali  essi  non  sono  nulli,  abbiano 
serjni  contrari. 

Da  ciò  segue  quanto  si  è  detto  per  la  derivata:  la  quale 
essendo  in  un  punto  x  il  limite  comune  dei  due  rapporti,  deve 
manìfestamenfe,  essere  nulla  se  il  punto  x  è  di  massimo  o  di  minimo. 

Non  è  però  vera  la  reciproca:  perchè  se  in  un  punto  ri- 
si sa  esser  nulla  la  derivata,  non  se  ne  può  dedurre  che  i  due 
rapporti  incrementali,  per  x.  ±  h  preso  dentro  un  certo  intorno 
,,■  —  £  ,  . . ,  .K  _[-^j  abbiano  sempre  segni  contrari,  o  siano  nulli. 

Se  poi  vi  è  un  tratto  x  —  =  .  .  . .  .r-  -\-  ò  di  invariabilità,  presi 
X  e  a?  4-  /^  in  esso,  il  rapporto  incrementale 

h 

è  sempre  nullo:  altrettanto  quindi  accade  della  deri\ata  e 
vedremo  più  innanzi  che  1'  annullarsi  della  derivata  in  ogni 
punto  di  un  tratto  è  anche  condizione  sufficiente  perchè  esso 
sia  un  tratto  di  invariabilità. 

Da  questi  primi  cenni  già  si  intravede  l'importanza  della 
derivata  per  lo  studio  delle  funzioni. 

Il  punto  X,  qui  considerato,  è  supposto  interno  all'  inter- 
vallo :  se  esso  fosse  uno  degli  estremi,  vi  sarebbe  allora  solo 
da  considerare  una  parte  dell'  intorno  x  —  s .  . .  .  .x  -}-  ò);  trat- 
teremo più  innanzi  (juesto  caso. 

Ma  possiamo  aggiungere  qualche  altra  riflessione. 

b)  In  un  punto  .>■  interno  si  abbia  un  massimo,  sia  cioè 
in  un  certo  intorno  x  —  e  .  . .  .  ./■-}-  '5 

f{x±h)—f{x)<o 
senza  che  si  verifichi  sempre  l'eguaglianza. 
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Neir  intorno  a  sinistra  (./•  —  3 ....  a;)  sia  m^  il  minimo  va- 
lore che  la  funzione  raggiunge,  nell'intorno  a  destra  (x  ....  x  -f-  ò) 
sia  7H,:  dei  due  m^  e  m^  sia,  ad  es,,  m^<vì^  allora  è  evidente 
che  se  vì  è  un  Calore  qualsiasi  compreso  tra  7»,  e  f(:c),  vi  è 
almeno  un  punto  x^  nel  tratto  {x  —  z  . . . .  x)  nel  quale  è 

f(x^)  =  m 

e  un  punto  :i\  nel  tratto  (x . .  .  .  x  -\-  ò)  nel  quale  è 

/  (a;,)  =  m. 

Se  j"  è  un  jjunto  di  massimo,  esistono  dunque  sempre  infi- 
nite coppie  di  punti,  l'uno  a  sinistra,  l'altro  a  de<;tra  di  x,  nei 
quali  la  /(./')  ha  uno  stesso  valore. 

Analogamente  dicasi  se  a:  è  un  punto  di  minimo. 

Se  poi  il  tratto  {x —  = -^' 4~  ^)  fosse  di  invariabilità,  i 

punti  in  cui  la.  f{x)  ha  uno  stesso  valore  sarebbero  tutti  quelli 
del  tratto  medesimo.  ' 

Se  X  non  è  punto  né  di  massimo  né  di  minimo,  e  nean- 
che appartiene  ad  un  tratto  di  invariabilità,  allora  si  verifi- 
cherà l'uno  o  l'altro  dei  due  casi  seguenti. 

In  ogni   intorno   (x  —  e ''  -h  ^)   si   troveranno  da  una 

stessa  parte  di  ./•,  a  sinistra  o  a  destra,  o  anche  in  ciascuna 
delle  due,  dei  punti  nei  quali  la  funzione  ha  valori  minori  di 
quello  che  ha  in  x,  ma  anche  altri  punti  in  cui  invece  ha  va- 
lori maggiori  o  eguali  avendosi  cosi  sempre  coppie  di  punti, 
uno  a  sinistra  di  x,  l'altro  a  destra,  o  anche  uno  coincidente 
con  X  medesimo,  o  anche  ambedue  da  una  stessa  parte  di  r, 
nei  quali  la  funzione  prende  lo  stesso  valore  che  ha  nel  punto 
x:  ovvero,  esisterà  un  intorno  (x  —  e  .  .  . .  .r  -f-  ^)  dentro  cui  si 
verifica  sempre  l'una  0  l'altra  delle  due  doppie  disuguaglianze 

a)  /(^-/0</(-r)</(./-  +  /0 

X  —  h  essendo  un  punto  qualssiasi  tra  .r —  3  e  r.  '•-[-/(  uno 
tra  X  e  x  -h  ò. 

Riassumendo,  i  casi  possibili  sono  quattro;  in  r  vi  è  un 
massimo  o  un  minimo:  ./  a[)partione  a  un  tratto  di  invaria- 
bilità:  in  ogni  intorno  di  .»•,  la  funziono  fa  infinito  oscillazioni, 
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passando  da  valori  minori  o  eguali  a  valori  maggiori  o  eguali 

a  quello  che  ha  in  x:  infine  esiste  un  intorno  {x  —  = ce  -f-  '5), 

in  cui  verificandosi  la  a),  o  la  (i)  la  funzione  è  nel  punto  x  cre- 
scente 0  decrescente  rispettivamente. 

Quest'ultimo  caso  si  distingue  dai  precedenti  pel  fatto 
che  neiV  intorno  (x  —  e  .. ..  x -f- o)  manca  ogni  coppia  di  punti 
portanti  valori  eguali  della  funzione,  o  se  tali  coppie  di  punti  esi- 
stono, essi  cadono  sempre  da  una  stessa  parte  di  x  e  portano  va- 
lori ambedue  minori  o  ambedue  maggiori  di  quello  che  è  in  x. 

Questa  è  dunque  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè 
nel  punto  x  la  funzione  sin  crescente  o  decrescente. 

e)  Ma    noi    diciamo    di    più,  che  se   in    tutto   V  intervallo 
a  ....  b  non  esiste  alcuna  coppia  di  punti  x,  e  x,  nei  quali  sia 

la  funzione  è  sempre  crescente  a  seynpre  decrescente  :  nel  senso  che 
se  x'  e  x"  soìio  due  punti  qualunque  di  a  ....  b,  x'  a  sinistra  di  x", 

si  ha  sempre 

f{^')<f{x') 
ovvero 

./(■^')>/GO 

rispettivamente. 

Invero,  sarà/(a   <.f{b],  ovvero /(o)  >/(/>). 

Poniamoci  nel  caso  che  ala,  f[a)  <f{b).  Dovrà  essere  an- 
che f{a)  <f{x')  se  x'  è  un  punto  qualsiasi  a  destra  di  a,  giac- 
ché se  fosse  f{a)~>f{x')  sarebbe  poi  anche  f(b)>f(x'):  in 
a  .  .  .  .b  dovrebbe  esserci  un  punto  x^  in  cui  la  f{x)  raggiunge 
il  suo  minimo  valore  f{xj  </(a)  e  allora  se  m  è  un  valore 
qualsiasi  tra  /(a)  e  f{x^),  vi  è  sicuramente  in  ciascuno  dei 
tratti  a  . . . .  x^  e  x^  .  .  .  .  b  almeno  un  punto  in  cui  la  /(.r)  ha  il 
valore  m:  il  che  è  contro  l' ipotesi. 

E  dunque  f(a)  <f(x'):  ne  segue  che  è  anche /(a;')  <f{x") 
se  è  x  <x".  —  Se  fosse  f{x')>f(x"),  vi  sarebbe  nel  tratto 
a  . . .  .  x"  un  punto  x^  nel  quale  la  f{x)  raggiunge  il  suo  mas- 
simo /(.r,)  >  f  (x")  :  e  quindi  essendo  vi  un  valore  compreso  tra 
/(.x'")  e  f{x^),  la  funzione  prenderebbe  sicuramente  il  valore  m 
in  un  punto  tra  a  e  x^  e  anche  in  un  punto  tra  ./•,  e  x". 

Si  conclude  quanto  si  asseriva,  vale  a  dire  che  è 

f{x')<.f{x") 
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se  è 

X  < x'. 

Nel  caso  che  sia /(a)  >/(6),  si  prova  con  ragionamento 
analogo  che  è  sempre 

/(•'0>/(O, 

essendo  x   e  ./"  due  punti  qualunque,  e 

x'  <  ./•". 

La  reciproca  di  questa  proposizione  è  evidente  :  cioè,  ••>« 
la  funzione  è  semjjye  crescente  o  sempre  decrescente  in  a  ....  b  non 
esiste  alcuna  coppia  di  punti  in  cui  la  funzione  abbia  uno  stesso 
valore. 

Ora  poi  possiamo  anche  dire  che  l'essere  una  funzione  cre- 
scente in  ogni  2> unto  di  un' intervallo  porta  che  lo  sia  in  tutto  l'in- 
tervallo medesimo  e  reciprocamente:  l'essere  invece  decrescente  in 
ciascun  punto^  porta  che  lo  sia  pure  nelV  intero  intervallo  e  vice- 
versa. 

Invero,  sia  crescente  in  ciascun  })unto:  proviamo  che  non 
esiste  alcuna  coppia  di  punti  ./  '  e  ./  '  in  cui  è 

/(•O  =/(■*•"). 

Se  tali  punti  esistessero,  tra  essi  si  avrebbe  un  tratto  di 
invariabilità,  ovvero  un  punto  di  massimo  assoluto,  o  un  punto 
di  minimo  assoluto:  in  ogni  caso  almeno  un  punto,  nel  ipiale 
la  funzione  non  è  certamente  crescente  :  il  che  è  contro  l' ipo- 
tesi. 

La  reciproca  poi  è  evidente. 

Analogamente  si  ragiona,  se  si  fa  l'ipoie?;!  che  sia  ilocrc- 
sceute  in  ciascun  punto. 

d)  Da  tutte  queste  considerazioni  si  trae  anche  la  se- 
guente proposizione  che  ci  sarà  utile  più  innanzi:  <lata  y  funzione 
continua,  di  x  ad  un  .so/  valore  nell'intervallo  a  ....  b  f  avente  il 
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massimo  assoluto  L  e  il  minimo  assoluto  1,    la  condizione  necessa- 
ria e  sufficiente  affinchè  a  ciascun  valore  di  y  nelV  intervallo  1 L 

corrisponda  un  solo  valore  di  x  in  a..  .  .b,  è  che  la  f  (x)  sia  quivi 
sempre  crescente  o  sempre  decrescente. 

e)  Ora  ritornando  alla  considerazione  della  derivata,  im- 
porta notare  che  essa,  quando  esiste,  ci  dà  col  suo  segno  un  facile 
modo  di  riconoscere  se  in  un  tratto  la  funzione  è  sempre  cre- 
scente o  sempre  decrescente;    giacché  se  /'  (./)  esiste  per  ogni 

punto  .e  di  un  tratto  x^ v^  ed  è  ivi  sempre  positiva,  vuol 

dire  che  per  ogni  ./•  si  può  assegnare  un  conveniente  valore  |/ij 
tale  che  per  |/i|<-|/r,.|  sieno  positivi  ambedue  i  rapporti 

/(■x-  +  /0-/(.r)      ,     f{,-h)-f{x) 
h  —h 

e  quindi    per  .r  —  ha.    sinistra  e  x  -^h  a    destra  di    x  in  un 
certo    intorno  ./■  —  \h..\ r  -)-  |/ì ,,[  sia 

vale  a   dire,  la  funzione  sia  crescente  in    ciascun  punto  ./•  di 

•''i *v 

E  se  ciò  è,  per  quanto  dianzi  abbiamo  detto,  la  funzione 

è  crescente  per  tutto  il  tratto  j\ /„ . 

Analogamente,  se  è  /(./')  negativa  in  ogni  punto  ./•  di 
.jj  ....  X., ,  sarà  ivi  la  / (.r)  sempre  decrescente. 

Ben  s'intende  che  l' essere /' (.r)  sempre  di  un  segno  in 
un  intervallo,  è  condizione  solo  sufficiente  perchè  la  f{x)  sia 
ivi  sempre  crescente  o  sempre  decrescente. 

Osservazione.  Quanto  abbiamo  esposto,  basta  a  provare 
l'importanza  chela  considerazione  della  derivata  ha  nello  stu- 
dio delle  funzioni. 

/)  Data  una  particolare  funzione,  come  si  determina  la 
sua  derivata? 

Questa  determinazione  si  fa  ricercando  il  limite  per  h  =  o 
del  rapporto  incrementale  :  la  quale  ricerca  per  certe  funzioni 
si  può  fare  direttamente,  per  altre  è  resa  più  agevole  dall'ap- 
plicazione di  proposizioni,  che  via  via  verremo  esponendo. 
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lutauto  possiamo  iuJicare  una  classe  di  funzioni  che  am- 
mettono sempre  derivata. 

Sia /(./•;  una  funzione  atta  all'integrazione  in  n  .  .  .  J,  e 
si  consideri  la  funzione,   come  a  pag.  SO, 


'S    X)=ff{.r)d.r 


dell'  estremo  superiore  A'  variabile. 

ISe  ne  formi  il  rapporto  incrementale 

.(A- +  /,)-. MAO       Jf('^''-'-ffM<l. 


.,.Vr-'. 


Il     X 


e  pel  V  teorema  della  media 


l 


n  II 


b  essendo  un  valore    compreso  tra  il  limite  superiore  e  il  li- 
mite inferiore  di/(./j  tra  X  e  A' -f- /'• 

Sia  A  un  punto  di  continuità  della  /(./'):  se  si  considera 
r  intorno  a  sinistra  A —  h  . .  . .  A',  all'impiccolire  di  A,  impicco- 
lisce indefinitamente  l'oscillazione  della /(.r)  in  esso,  e  il  0, 
che  è  compreso  tra  i  valori  estremi  ivi,  tende  contemporanea- 
mente al  limite  /"(A):  similmente,  se  si  considera  l'intorno  a 
destra  A.  . .  .  A' -f- ''»  il  ^^i  all'impiccolire  di /i,  tenderà  a /(Ai: 
il  quale  valore  essendo  cosi  il  limite  comune  del  rapporto  in- 
creraentale  destro  e  sinistro  nel  punto  A,  è  i)recisamento  la 
derivata  di  'c{.r)  in  questo  punto:  mentre,  dal  ragionamento 
qui  latto,  si  vede  pure  che  se  in  A'  esistessero  distinti/ (A -}-  o) 
e /'A'  —  o),  dessi  rappresenterebbero  rispettivamente  la  deri- 
vata a  destra  e  a  sinistra  di  z  (./). 


138  DERIVATA 


Ciò  che  per  noi  è  importante  è  il  resultato  seguente  : 
Ogni  fìinzione  integrale,  come   suol  dirsi,  cioè  ogni  funzione 
del  tipo 


^(^X)=fnx)dx 


in  ogni  punto  IL  di  continuità    della  funzione  f(x)  sotto  il    segno, 
ammette  per  derivata  il  valore  f  (X)  di  questa  f  (x). 
Si  scriverà 

D.ff{.r)d.r=='s'{X]=f{X). 

a 

Se  /(,/■)  fosse    continua  in    ogni  punto  .Y  di  a  .  . .  .  h,   si 
avrebbe  senza  eccezione 

n.ff{.r)d.r=fiX). 

n 

Se  si  considera 

^{X)  =  f}{,)d.r 

X 

funzione  dell'estremo  inferiore  variabile,  è  ugualmente  '\  {X)  fun- 
zione sempre  continua  e  in  ogni  punto  di  continuità  della /(A') 

D.J^f{.r)d.r  =  -f{X). 

Osservazione.  Se  si  ricorda  che  un  integrale 

a 

rappresenta  1'  area  contenuta  dall'  asse  .)•,  dalla  curva  y  =f  (') 
e  dalle  ordinate  estreme  /(a)  e  f{X\  si  vede  anche,  che  la  de- 
rivata dell'  area,  quale  funzione  di  A",  è  1'  ordinata  della  curva 
nel  punto  estremo  A'. 
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3.  a)  Per  ottenere  le  derivate  delle  funzioni  elementari,  per 
mezzo  delle  qnali  si  compongono  poi  quelle  delle  funzioni 
meno  semplici,  ci  occorre  richiamare  la  determinazione  già 
fatta  dei  limiti 


1)  Um.      ('l-f---\'  =  e 

Mostriamo  subito  che,  dalla    1)  si  traggono  altre  formule 
utili  e  anche  la  2)  medesima. 
Si  ponga  nella  1) 

1 
2-=  —  : 

y 

si  ottiene 

\^ 

Um.  {\+yy  =  e 
y  =  o 

e  prendendo  i  logaritmi  naturali  dei  due  membri 


Osserviamo  ora  in  generale  che  so  una  quantità  ■;  va  as- 
sumendo valori  tendenti  ad  un  limite  finito  e  diverso  da  zero 
e  si  avrà 

Um.  log.,^  z  =  ìog-i,  e. 
Giacche  avremo  allora 

z  =  e  -|-  - 
con   E  tendente  a  zero,  quando  -  tende  a  e  o  quindi 


L 
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ma  il  logaritmo,  si  sa,  è  funzione  continua  del  suo  argomento  : 
epperò 

H-h  (  ^  +  7  )  ""  ^^3-h  1  +  ò  =  ò 

con  ò  che  tende  a  zero  insieme  con  s  :  infine 

e 

lìm.  loQ.fj  z  =  log.j^  e. 

Si  ha  cosi  la  formula 

y  =  o     y 

Si  ponga  ora  in  questa 

y  =  a^  —  1         (a  >  o)  : 

al  tendere  a  zero  di  y  corrisponderà  il  tendere  a  zero  di  x  e 
reciprocamente:  si  ottiene  con  ciò 


.  ,.         xla         ^ 
x=^o^^        ^ 


ovvero 


4)  lim. =  la. 

x  =  o     * 


Si  sostituisca  ancora  nella  3) 

?/  =  (1  +  r)'"  —  1  :  (m  numero  reale  qualunque) 
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al  tendere  a  zero  di  ij  corrisponde  quello  di  ./•  e  viceversa:  si 
avrà 


donde 


(1+x-r-l 


(l  +  .r)--i 
/tm.    —  -,r— j —     =  ?n  ; 


a? 


infine,  per  la  3)  medesima 


(i  +  .Tr— 1 

um.     ■ —  =  7ìi . 


b)  La  derivata  di  una  costante  è  zero,  giacché  se  è  /(•>') 
sarà 

f{x+_h)-f_{x)  _  c-_c  _  ^ 

qualunque  siano  ,/■  e  ./■  -\-  h. 
Se  è  /(ce)  =  ce,  si  ha 

f{x+h)-f{x)^x^h  -,■  _ 

h  h       ~  ' 

fri  derivata  della  x,  fìinzione  di  sé  stessa,  è  eguale  a  1. 
Se  è  y  =  cf(x),  si  ha 

cf{.r  +  /^)  —  e  /•(./•)  _      /•(./•  4-  h)  -  /',,,) 

e  quindi 

/>.  c/(r)  =  c.   /)/(.r). 
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c)  Sia  y  =  .€"'  dove  ni  è  im  numero  reale  qualunque.  Si 
riguardi  questa  funzione  per  x  dentro  un  intervallo  a....b:  a 
e  b  essendo  due  numeri  positivi  qualunque;  vi  è  sempre  al- 
meno un  valore  reale,  e  quando  ve  ne  fossero  due,  si  fissi  di 
considerare  sempre  o  l'uno  o  l'altro. 
Si  ha: 


^  , .       (a?  +  h)'"  —  x'" 

Lf.  .7  ""    =i:      lim.     ; 


h=  0 


=    lan 
h  =  o 


K-^) 


X" 

=    lim. 
h  =  0 


■K'+ir-'j 


=  x"'~'   lim.   S LZ 


h  =  o  !^ 

./• 
=  m  .e  "'  ~  '  : 
giacche  si  sa  essere 

lim.     (1+a)'"— 1 


In  particolare: 


m 
0=  o  g 


D  V.-=       ^ 


2A/^r 


d)  Sia  y  =  «^  con  a>  o 

D.  a^  =    lim. :, ■ — =    lim.    ■ — , 

h  =  o  ^'  h  =  o  '^ 

,.       a"— 1  .,    , 

=  fl-     lim.  — = —  =  a  .  i-  a. 

11=  0 
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Se  è  a  =  e,      D.  a-'  =  e^  . 

e)  Sia  y  =  lo(j.x^  per  x  tra   a  e  b,     <i  e  h  essendo    am- 
bedue maggiori  di  zero. 
È: 


=  Um.    log.i.r+l,)-lng.x^ 


D.  loci 

Il  =  0 


log.  ^+i 
.    =  Um. 


1    r     '"<^+^)      -, 

1        lim.  :; ^=  —  lon. 


h=0  A 


=  -T  '"^-  ^ 


giacciiè  è 

,.      %.  (1  +  0)         ,.       ,        ,    ,    .,-L       , 
livi.    -^ — ^ =    Inn.    log.  (L  +  o)  «  =  log.  e. 


6=0  °  6=0 


Se  la  base  dei  logaritmi  è  c^,  allora  : 
Dlx  =  ~. 

X 

f)  Sia  y  =  sen.  X,  per  ogni  ./•  finito. 

r.                    , .        sen.  (x  -f-  h)  —  sen.  x 
JJ  nen  X  =    uni.    ^ — ' — r^ 


h  =  o  "■ 

2  seu.  -T-  h  eoa.  -;-  (2  x  -\-  h) 

=  um.   ; 

h  =  o  f' 

h 
sen.  -^ 

=     Hill.     ; COS. 


h  =  0      1 


('■+^)-- 
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Sia  y  =  COS.  X. 

_^  , .         COS.  (X  -\-  II)   —  COS.  X 

JJ  COS.  X  ==  lim. , 

h  =  o  ^   . 

,.       COS.  X  COS.  Il  —  sen.  x  sen.  li  —  cos,  x 
=  lim.  5 

h  =  o  ^' 

,.       —  sen.  X  sen.  h  A-  cos.  x  (cos.  h  —  1) 
=  iivi.  5 =  —  sen.  X. 

h=.o  ^' 

h)  Sia  y  =  tang.  :r  per  x  nell'intervallo  da  —  q  +  ^  ^  ^  —  ' 

~            3  - 
ovvero  in  quello  da  ^  -|-  s  a   ^y b  ecc.,    ecc.,  ;    essendo   un 

numero  positivo  fissato  piccolo  a  piacere. 
Sarà  : 

„                      , .       tana,  (x  ■+-  h)  —  tana,  x 
Dtang.x=  lun.  — ^  ^ ^^ 


h  =  0 


=   livi. 

h  =^  0 


tana,  x  +  tana,  li 

'-     -^  -  ■  , tang.  x 

1  —  tang.  x  tang.  li 


tang.  x  -\-  tang.  h  —  tang.  x  —  tang.^'xtang.  h 
y^  __'  h{l  —  tang.  x.  tang.  h.) 


=  lini 


tang.  /t  (  i  -j-  tang.^  x) 
1  h  (1  —  tang.  x  tang  lì) 

=  1  -f-  tang.'  x  =  sec*  x  =  —  ^  — 

COS*    vC 
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Funzione  inversa. 

•4.  a)  Abbiamo  veduto  (pag.  135,  d)'  che  data  y=j\.,)  couti- 
ima  iu  a  ....  b,  se  essa  è  sempre  crescente,  ovvero  sempre  de- 
crescente, a  ciascun  valore  y  compreso  tra  il  minimo  assoluto 

e  il  massimo  L  corrisponde  un  solo  valore  di  a-:  dimodoché 
si  può  riguardare  ./■  come  funzione  x  =  -^  (?/),  di  y  variabile 
nell'intervallo  I...L  e  questa,  x  = 'l  (y)  dìcesì  fu nz io )ie  inversa 
della  data  y=f(x). 

Se  la  y=f(^x)  non  fosse  in  a....lj  sempre  crescente  o 
sempre  decrescente,  e  si  volesse  non  ostante  riguardare  x  come 
dipendente  da  y ,  allora  essa  non  sarebbe  funzione  ad  un  sol 
valore:  ad  ogni  ?/,  almeno  in  certi  tratti  dell'intervallo  l  —  L 
corrisponderebbero  più  valori  di  ,r  e  noi  qui  abbiamo  detto 
di  considerare  solo  funzioni  ad  un  valore. 

Se  però  la  y^=f{^)  avesse  nell'intervallo  a  ....  b  dei  mas- 
simi e  dei  minimi  solo  nei    punti  .Cj,  a?,, '■  ,  iu    numero 

finito,  si  potrebbe  spezzare  l'intervallo  nei  tratti  a  ....  x^, 
.A",  ....  A', ,  .  . .  . ,  .r^, .  .  .  .b  e  in  ognuno  di  questi  considerare  v 
funzione  di  y  variabile  tra  il  massimo  e  il  minimo  di  questa 
medesima  in  quel  tratto. 

b).  Si  consideri    dunque  y=f{x)  in   a....b   crescente, 
n-vero  decrescente:  sia  .r  ='|  (?/)  l'inversa.  Poiché  ad  ogni  .v 

jrrisponde  un  ij  e  viceversa,  se  ìi  è  un  incremento  arbitrario 
della  ./•,  in  un  punto  a;,  e  ò  l'incremento  corrispondente  della 
?/,  anche  fra  h  e  o  \ì  sarà  perfetta  corrispondenza  biunivoca: 
Jissato  un  x  qualsiasi  ad  un  h  corrisponde  un  ò;  e  viceversa  se 
ad  y  valore  corrispondente  a  queli' .i*  si  da  l'incremento  •&,  si 
ritrova  come  l'incremento  di  x  Vh  di  prima,  (quello  cioè  che 

isogna  dare  ad  x  affine  di  avere  per  y  T  incremento  ò. 
Si  può  quindi  scrivere 

^>  =/(-^- +  /')  —  /"  C-^-) 
Se  II  tende  a  zero,  per  la  continuità  di  /(■'•)    vi  tende  ò, 

AitzEi.À.  —   Voi.   I  IO 


i 
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mutando  segno  solo  insieme  con  //.  Reciprocamente  se  tende 
a  zero  S ,  vi  deve  pur  tendere  ìi . 

Non  vi  tenda,  se  è  possibile  :  si  potrà  attribuire  a  o  una 
successione  di  valori  ò',  S",  b"\  ....  tutti  positivi,  ovvero  tutti 
negativi  tendenti  a  zero^  tali  che  i  valori  //,  ìi\  h"\  ....  di  h 
corrispondenti  non  vi  tendano:  vale  a  dire,  fra  essi,  che  sono 
tutti  di  un  segno,  ve  ne  saranno  infiniti  che  si  mantengono, 
in  valore  assoluto,  maggiori  di  un  certo  numero  positivo  g. 

La  funzione  y  =  f  {x)  prenderebbe  dunque  dei  valori  y  -{-  §', 
.V  +  5", .  .  . .  prossimi  quanto  si  vuole  a  ?/,  in  punti  .t -f- /<', 
X  -f-  /«  . ....  discosti  da  x  per  più   di  un  certo  numero  g. 

Poiché  i  punti  ./■  -)-  li,  r  -\-  //", ....  sono  in  numero  infi- 
nito, vi  è  per  essi  almeno  un  punto  limite  ^f' -{- g'  a  destra,  o 
a  sinistra  del  punto  .re  sarà  \g'\^g;  evidentemente  dovrebbe 
aversi  /'(./•  -)-  g')  =  [{■'');  la  y  prenderebbe  dunque  valori  eguali 
in  punti  differenti,  il  che  è  contro  l'ipotesi. 

Dunque,  intanto,  essendo  contìnua  la  y  =^  f  (.)')  lo  è  anche 
la  x=  'l  {y). 

Proviamo  inoltre  che  esistendo  /'(.i')j  esiste  anche  'f' (?/)  ed 


e 


^'(y)-=jr  ^ 


'/'{■'■)     fi'Hìj)) 

Invero,  esista 

,  h 

Il  =  0 

Poiché /(uj -|~ ''0 — fi-^')  umiltà  segno  solo  con  //,  anche  se 

ef  (a;)  =  0,  il  rapporto-^ — ■ — j ,  sia  pure  tendente    a 

zei-o,  conserverà  sempre  uno  stesso  segno:  ma  allora,  esiste 
anche  sempre  determinato  e  finito,  ovvero  infinito  con  segno 
determinato,  il 


FUNZIONE    INVERSA 


147 


Ora,  si  ha 


_  '!-  {y  +  -^)  —  '>  iy) 


f{xJrh)-f{x) 


e  per  tutte  le  considerazioni  fatte  dianzi,  il  passaggio  al  limite 
per  II  tendente  a  zero^  equivale  perfettamente  a  quello  per  o 
tendente  a  zero  e  viceversa:  esiste  dunque  il 


ed  è 


f  {^)     fi'iiy))' 


si  conclude 


J   iv 


iy) 


Data  y  =  f  (x)  sempre  crescente  o  sempre  decrescente  ina. b, 

si  può  considerare  la  funzione  inversa  x  =  'L(y):    essendo   lineila 
continua^  lo  è  pure  questa  e  se  in  un  j^unto  x  interno  esiste  deter- 

minata  e  finita,  ovvero  injinita 
con  segno  determinato,  la  t"  (x\ 
esiste  pure  la  derivata  della 
funzione  inversa  ed  è  la  reci- 
proca della  derivata  della  fun- 
zione data. 

In  un  estremo  a  o  ò  si  sa 
che  è  solo  questione  della  de- 
rivata a  destra  o  a  sinistra. 
Fii/.  io:'  e)  La    precedente    rela- 

zione tra  le  derivate  di  /(./•)  e  -}  (ce)  ha  una  ovvia  interpetra- 
zione  geometrica. 

La  curva  immagine  della  y=f{x)  è  evidentemente  anche 
imnjagine  della  x=  ']>  (y):  vale  a  dire  le  due  y=:f{.v),  x=>\t  (y) 
sono  equazioni  di  una  stessa  curva:  nella  prima  è  x  la  varia- 
bile indipendente,  nella  seconda  è  y. 

La  I),..f[.x)  rappresenta,  come  si  sa,  la  tangente  trigo- 
nometrica doli'  angolo  w,  (Fig.  10'),  che  la    tangente  M  T  alla 
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curva  in  uu  punto  M  fa  con  la  direzione  positiva  dell'asse  x: 
la  D,^.  <\  {y)  rappresenterà  similmente  la  tangente  trigonome- 
trice  dell'angolo  oj.,  che  la  il/  2^  medesima  fa  con  la  direzione 

positiva  dell'asse  y:  ma  è  o)j -|- "^^  =  "^j  eppe^'ò 

tang.  to, .  tcuuj.  oj,,  =  1 , 
che  è  precisamente  il  contenuto  geometrico  della  relazione 

Aj)]jUcazioiii.  —  Si  è  trovato 

D^, .  a^  =  a^  l  a 

D.  log.,,  y  =  --,— : 
•^  "  ^       y  l  a 

ora 

?/  =  a^- 

e 

sono  funzioni  inverse  e  si  vede  bene  che  è 

D.,.  a''.  D.  log.  „y=l. 
Sia 

-    Il  =  sen.  X, 

I  punti  di  massimo  e  di  minimo  sono: 

e  se  si  vuole  un  intervallo  in  cui  sen.  x  è  sempre  crescente  o 
sempre  decrescente,  si  prenderà  quello  da 


—       a      -f- 


2 


fl'nzionp:  inversa  1-49 


ovvero  quello  da 


-  3r. 

—       a  etc.  etc. 


la  quale  scelta  dipenderà  dalla    questione  che  si  ha    da  trat- 
tare. Si  fissi  dunque  uno  di  tali  intervalli,  in  esso  si  ha 


X  =  are.  sen. 


y 


e  per  ogni  valore  y  compreso  tra  —  1  e  +1,  cioè  per  ./•  in- 
terno, è 

3c     —  IJ,^.  are.  sen.  y  — = 


COS.    X  \/\     y* 

dove  innanzi  al  radicale  è  da  prendersi  il  segno  -\-  o  — ,  se- 
condochè  è  cos.  x  positivo  o  negativo,  il  che  dipende  dall'in- 
tervallo prescelto  per  la  variabilità  di  x  :  e  quindi,  se  per    a; 

è  prefissato  l'intervallo  di  variabilità  tra ir  ®  "T'   ^^rà; 

D,^  are.  sen.  y  = 


2 
1 


Al  — 


y 


-        3  - 
se  invece  l'intervallo  è  quello  da  -^  a      '",  sarà: 


1 
x/,^  are.  sen,  y  = ^^rr       etc.   etc. 

—  sl—y' 
Sia 

y  =  ens.  X  : 


qui  i  massimi  e  i  minimi  sono  nei  punti  x  =  0,  =t  - ,  ±  2  - 

Fissato   un   intervallo  tra  due  di  questi   punti   di  massimo  e 
minimo  successivi  resulterà  ivi 

X  =  are.  cos.  y 
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epperò,  in  ogni  y  tra  —  1  e  -}-  1  ovvero  per  ogni  .'•  interno^ 

1  —1 


x    =  D  are.  cos.  y 


sen.  X         \/  1 


f 


dove  innanzi  al  radicale  è  da  prendersi  il  segno  che  ha  sen.  x 
nell'intervallo  prescelto:  dimodoché,  ad  es.,  se  nella  questione 
che  si  tratta  per  x  è  imposto  come  intervallo    di  variabilità, 

quello    da  —  -^  a  -f-  -^  ,  mentre  y  varia  da  —  1   a  -|-  i  :  per 

un  certo  valore  di  y,  ivi  si  avrà  : 

D.  are.  sen.  y  =  —  1^.  are.  eos.  y 

se  è  <i  positivo:  e  non  esisterà  are.  eos.  y  se  è  y  negativo,  etc. 

Sia  ?/ =  tang.  x:  per  x  variabile  da ^  ^  ir  ®^^^  cresce 

da  —  co    a  -|-  X  :  volendo  prefissare  un  intervallo   in  cui  y  è 

sempre  finita,  si  sceglierà  quello  da ~  -{-  i  a,  -{-  ,^ e  con 

E  preso  ad  arbitrio,  e  //  crescerà  da  —  A  a  -\-  A,  essendo  .4.^ 

in  dipendenza  da  e ,  grande  quanto  vuoisi. 

-  3  - 

Altrettanto  avviene  nell'intervallo  da -^ -)- ì  a       "    —   s,. 

etc,  etc. 

In  uno  di  tali    intervalli  si  può  considerare  la    funziom^ 
inversa 

X  =  are.  tang.  y 
e 

x  ,j  =  Z),^.  are.  tang.  y  =  ■ — —  =  eos?  x  = 

cos.'  X 

1  1 


1  +  tang.'  x         l+y" 

Analogamente    si  ragioni  per   le  altre   funzioni    circolari 
inverse. 
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V. 

Differenziale. 


1.  a)  Sia  _y=/(a')  la  solita  fiinzioue  continua  in  a 1: 

abbia  in  un  punto  x  la  derivata  che  indichiamo  con  y'  ix],  ovvero 
f'(x),  finità:  h  indichi,  al  solito,  l'incremento  arbitrario  con  cui 
dal  punto  x  si  passa  al  punto  x  -f-  h. 

Il  prodotto  f  '  (x).  h    si  chiama  dififereuziale   della    funzione 
nel  punto  x,  e  si  indica  con  d  }',  ovvero  df(x). 

La   considerazione  del    differenziale  ha  importanza    per  la 
ragione  che  segue. 

Sia: 

Ai/=/Gr4-/0-/Gr) 

l'incremento  della  funzione  corrispondente  all'incremento  h 
dato  alla  variabile  x.  Poiché  è,  per  h  diverso  da  zero, 


si  deduce 


cioè 


ly  =  ht'{r>:)  +  hi 


A //=---/// 4-// 3, 

f>>seiuio  una  (luantita  cko  tende  a  zero,  tinfi   ; 

<^uu   //  j  tì  C'j«*i    / 
ifinitesimo  di  ordine  suiperiore  rispettiO  ad  //  "     '  -  u 

Si  vede   dunque  che  T incremento  Iva  iì   ,ì:*ì- 
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corrispondenti  ad  un  incremento  //  della  variabile,  sono  am- 
bedue infinitesimi  insieme  con  //  e  rispetto  a  questo  la  diffe- 
renza tra  essi  è  un  infinitesimo  di  ordine  superiore,  il  che 
mostra,  in  base  alle  note  proposizioni  sugli  infinitesimi  come 
e  a  quali  condizioni  si  possa  all'  infinitesimo  A  //  sostituire 
r  infinitesimo  d  //. 

h)  L' incremento  A  ij  è  nella  formula  precedente  decompo- 
sto in  due  parti.  T  uua  d  ij  infinitesima  di  1"  ordine  insieme 
con  //,  l'altra  li  s  infinitesima  d'ordine  superiore:  eccettuato  il 
caso  che  sia  f  (x)  =  o,  giacche  allora  è  nullo  di/,  e  A//  si  ri- 
duce al  solo  infinitesimo  d'ordine  superiore  //  =. 

Ora  qui  è  vera  una  proposizione  reciproca: 

Se  mercè  nn  processo  qualsiasi^  si  ottiene  una  decomposizione 
dell'incremento  A3'  di  una  funzione  f(x)  in  due  parti  delle  quali 
una  sia  della  forma  h  m  dove  m  è  indipendente  da  h  e  Valtra  ri- 
spetto ad  h,  assunto  per  infinitesimo  di  primo  ordine,  è  infinitesimo 
d'ordine  superiore:  e  tale  decomposizione  è  valida  per  tutti  i  valori 
\h\  minori  di  un  certo  hj ,  allora  la  parte  hm  è  il  differenziale 
della  funzione  in  quel  piuito. 

Invero  se  è: 


se  ne  trae 


\  y  =  h  m  -\- 


to 
h  h  '  /* 


lim    f  {x  A-  li)  — f{x) 
h  =  o  7, ="' 


m  è  dunque  la  derivata,  h  m  il  differenzicde. 

e)  Qui  è,  in  certo  qual  modo,  indicata  una  via  per  tro- 
vare il  differenziale,  o  ciò  che  fa  lo  stesso,  la  derivata  di  una 
funzione:  la  parte  principale  di  una  decomposizione,  come  quella  di 
dianzi,  dell'incremento  di  una  funzione  è  il  differenziale,  il  quoziente 
di  questo  per  l'incremento  della  variabile  è  la  derivata. 

d)  Se  è  y  =f{x)  =  X  allora  è  d  y  =  h  =  dx,  cioè  :  il  dif- 
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fereiiziale  di  x,  riguardata  come  funzione  di  sé  stessa,  è  Vincre- 
mento  della  medesima,  cioè,  la  differenza  tra  i  valori  x  -f-  li  ex  di 
essa. 

Segue  da  ciò  che  si  può  .scrivere: 

ci  ìj  =f'{pe).  dx 

cioè:   il  diff'erenziale  della  funzione  è  eguale  ed  jìì'odotto  della  de- 
rivata pel  differenziale  della  variabile. 
Avendosi  poi  : 

si  ha  un  nuovo  modo  di  indicare  la  derivata,  cioè  quale  quo- 
ziente del  differenziale  della  funzione  j)el  diff^erenziale  della  variabile. 
Esempi:  Per  le  funzioni  y  =  x''',  a''",  e%  log.  x,  1  x,  seu.  x 
COS.  X,  taug.  x  e  y  =  c  costante,  y=:cf;^x),  3- =  are.  seu.  x, 
y  =  are.  tang.  X  i  differenziali  sono  rispettivamente: 

dx"'  =  x"'-^  dx 
d  a^  =  a''  la.  d  x 
d  é''  =  e'"  d  X 

d  log.  X  =  log.  e     — 

dx 
d  l  X  = 

X 

d  sen.  X  =  cos.  x  d  x 
d  cos.  X  =  sen.  x.  d  x 
dx 

COS.*  X 

dC=U 
dCfx=Cdf(x) 

d.r 


a  tang.  x  =  —  .— 


d  are.  seìi.  ./•  =^     , 

\^ì  —  x* 

dx 
(I  are.  tana.  x=  .     , 

1  -j-  X' 
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Osservazione  1".  Importa  notare  che  l'esistenza  della  de- 
rivata finita  in  un  punto  trae  con  sé  quella  del  differenziale  e 
viceversa.  Le  due  espressioni:  una  funzione  è  derivabile,  ovvero: 
è  differenziabile,  si  equivalgono. 

Osservazione  2^.  Si  ricordi  (vedi  pag.  46)  che  abbiamo  già 
adoperato  il  segno  dx  per  indicare  la  differenza  tra  due  suc- 
cessivi punti  di  divisione  dell'intervallo  a  .  . . .  b. 

Se  noi  nello  studio  di  una  funzione  conveniamo  che  l'in- 
cremento arbitrario  h  con  cui  si  passa  da  un  punto  x  ad  un 
altro  X -\- h  sia  immutato  per  tutti  i  punti  ,r  dell'intervallo 
a .  . . .  ò,  ovvero,  sia  indipendente  da  j',  vediamo  che  l'uso  del 
segno  d  ,r  già  fatto,  non  contraddice  a  quello  che  se  ne  fa  qui^ 
dove  esprime  il  differenziale  della  variabile. 

In  conseguenza  di  ciò,  ricordando  che  la  derivata  della 
funzione  : 


'f  (A') 


--ff{.r)d.i 


è  f{X),  in  un  punto  di  continuità  di  questa,  si  ha  che  il  diff^e- 
renziale  di  un  integrale  funzione  del  suo  estremo  superiore  variabile 
è 


dff{x)d.r=f{X)dX 


cioè  il  Luo  elemento;  e 


oc 


d  Jf{rdx=^—j:iX)dXr 

X 

2.  a)  Significato  del  differenzia- 
le. Nel  punto  J/(Fig.  11.'')  di  coor- 
dinate (./■,/ (J"):,  dove  esiste  la  de- 
rivata /'  (.r)  finita,  si  conduca  la 
tangente  alla  curva  y=f[x). 

Dal  triangolo  QMPsi    ha: 


QP  =  PM.  tang.  QMP=  d  r.f  {x) 
dy=QP, 
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cioè:  il  differenzlaliì  è  riticremento  dell'  ordinata  dtila  tangente  cor- 
rispondente all'  incremento   d  x    della  variabile. 

Il  A  ^  incremento  dell'ordinata  della  curva  è  M'  P;  M'  Q 
è  rispetto  a  d  .r,  infinitesimo  di  ordine  superiore. 

Osservazione.  Ben  s' intende  che  tale  è  il  significato  di 
differenziale  quando  la  funzione  si  rappresenta,  al  modo  usato 
sin  qui,  mediante  una  curva. 

Se  f{X)  rappresenta  il  cammino  percorso  da  un  punto 
mobile  nel  tempo  x,  e  quindi  /'  {x)  la  velocità  da  cui  esso 
è  animato  nell'  ultimo  istante  del  tempo  x,  il  differenziale 
d  f  (x)=^  f"  {x)  dx  esprime  il  cammino  percorso  nel  tetopo  da 
X  a  'X -\- d  X  con  tanta  maggior  precisione  quanto  più  piccolo 
è  d  x;  e  prendendo  d  x  abbastanza  piccolo  si  può  rendere  la 
differenza  tra  A/  .'•),  che  rappresenta  il  cammino  effettiva- 
mente percorso  e  questo  df  (x)  piccola  quanto  vuoisi,  in  va- 
lore assoluto,  rispetto  a,  d  x. 

Se  si  prende  la 

's{X)  =  j'f{r  di 

■i 

supposto  /(./■)  integrabile  e  si    riguarda  il  numero  J  f  (J)  d  j- 

■i 

come  area  di  una  superficie,  si  vede  che  il  suo  differenziale 
f{X)dX  è  la  misura  di  un  rettangolo. 
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VI. 

Teorema  del  valor  medio. 


1.  a)  Procediamo  a  stabilire  la  proprietà  fondamentale  della 
derivata  di  una  funzione. 

Due  funzioni  die  differiscono  per  una  costante,  hanno 
eguali  rapporti  incrementali  e  quindi  se  una  ammette  derivata, 
la  stessa  derivata  ammette  anche  l'altra. 

E  vera  la  reciproca  ? 

Dimostreremo  che  se  due  funzioni  continue  hanno  in  ogni 
punto  di  ìin  intervallo  la  stessa  derivata  finita,  le  funzioni  medesime 
differiscono  per  una  costante. 

Per  questo  occorre  premettere  il  seguente  lemma,  che  è 
di  Lagrange,  e  dicesi  anche  proposizione  del  valor  medio. 

Se  f  (x)  è  una  funzione  continua  in  tutto  (a  ...  .b)  e  in  ogni  punto 
interno  ammette  la  derivata  f  '  (j"),  allora  se  x^  e  x^  +  h  sono  due 
jynnti  qualunque  dell'intervallo,  esiste  sempre  un  jiunto  intermedio 
x„  -^  Uh.  (0  <  0  <  1),  tale  che  per  esso  si  verifica  l'eguaglianza 


/(idli:lzzZW=/-(,.„  +  o;/ 


Se  la  /(./•)  nel  tratto  Xo-  •  •  •  or„-\-  h  è  una  funzione  lineare 
si  avrà  per  ogni  x  ivi 


f{-r)=f{-ro  +(■/• 


.op±^-^^) 
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e  giacché /(.yj  e  (.r  _  r,j  Z'^^'^"'' +  ^|^  •^^'^^^^  differiscono  per 

una  costante  hanno  la  stessa  derivata  che  è   '  ^'  '^~^       ._'  ^  °' ^ 

II 

cioè  costante  in  ogni   punto  .;•  tra  .y„  e  ./;,  +  /'    e  la  proposi- 
zione   è  evidente. 

Non  sia  funzione  lineare. 

Allora  si  consideri 

,  w  =/ (.)  _/t.,)  _  (..  -  .,)  p^ '')_=£(£»)  j 

la  quale,  come  vedesi,  è  formata  sottraendo  da  /(j")  l'ordinata 
della  retta,  congiungente  i  punti  (./•,„/ (.rji  e  {x„  -\-  ff,f{j'o  +  If)  . 
Essa  è  funzione  continua:  è  nulla  in  j- =  ,r^  ,/■  =  Xg-\-  h: 
non  essendo  lineare  non  è  sempre  nulla  tra  .r,^,  e  j\-^  +  h;  ivi 
dunque  ammette  un  punto  interno  di  massimo  o  di  minimo 
■'',,  +  ^J  f>  •■  ha  derivata 


■.■(^)=f(,-)-fJi2+^-"\-fM 


in  ogni  punto  x  dove  esiste  /'  (,/•),  cioè  in    ogni  punto  interno 
tra  x^  e  x^-\-  ìf. 

Quindi  questa  derivata  (pag.  132)  è  nulla  nel  punto  ./•„  -\-  h  //  : 
epperò  è  : 

1)  /(.,  +  o/o=-^(^^+'^i?«-) 

come  era  da  dimostrare. 

(Questa  formula  è  fondamentale  ed  è  feconda  di  impor- 
tanti conseguenze. 

Osservazione  1**.  La  1)  permette  un'  interpretazione  geo- 
metrica. Il  secondo  membro  è  il  coefficiente  angolare  della 
corda  passante  per  i  punti  i ■/',,, /O^o)'  ®  Ù'o  + ''»  /(•'"..  4- Z''»  , 
il  primo  è  il  coefficiente  angolare  della  tangente  alla  curva, 
y  =f  (./•)  nel  punto  {x„  +  0  //,  /(./•„  -f  0  //). 
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La  ì)  ci  dice  che  iiell'arco  di  curva,  sotteso  dalla  corda 
anzidetta,  vi  è  almeno  un  punto,  in  cui  la  tangente  è  paral- 
lela alla  corda. 

Corollario  1".  Per  / ('.7V, -f-  ^0  ^  /(■}',>)  differenti,  il  secondo 
membro  ha  sempre  un  valore  finito,  diverso  da  zero:  altret- 
tanto dunque  avviene  della  derivata  in  un  qualche  punto  in- 
termedio tra  jv,  e  ^^-{-h,  qualunque  questi  siano. 

Corollario  2".  Se  è/ (./-J  =/ {.r„  +  //),  segue  /'  (.r„  +  6  //)  =  0  : 
cioè  tra  due  punti  in  cui  la  funzione  ha  valori  eguali,  vi  è 
almeno  un  punto  in  cui  la  derivata  è  zero. 

Corollario  3";  Resulta  poi  anche  subito  dimostrata  la 
proposizione  enunciata  a  principio;  cioè:  se  la  derivata  dì  una 
funzione  continua  è  costantemente  nulla  tra  x^  e  x„  -|-  h,  la  fitnzione 
medesima  ha  ivi  un  valore  costante:  poiché  se  ciò  non  fosse,  sce- 
gliendo come  punti  ,r^  e  x„  -f-  ^f  due  di  quelli  in  cui  la  fun- 
zione ha  valori  differenti,  in  virtù  della  1)  (CoroU.  1°)  esiste- 
rebbe un  punto  intermedio  in  cui  la  derivata  è  diversa  da  zero. 

Dimodoché  se  di  due  funzioni  continue  f  (x)  e  'f  (x)  si  sa  che 
le  derivate^  essendo  sempre  finite^  sono  eguali  in  ogni  punto,  da  ciò 
discende  che  la  differenza  f  (x)  —  z  (x)  lia  ivi  la  derivata  nulla  e 
quindi  è  costante. 

Si  pone  la  condizione  che  le  derivate  siano  finite  in  ogni 
punto  perchè  se  così  non  fosse,  non  si  potrebbe  dedurre  che 
la  loro  differenza  è  sempre  nulla. 

Osservazione  2.'^  La  proposizione  ora  stabilita  può  anche 
j-icevere  una  facile  estensione. 

Se  di  due  funzioni  continue  in  lutto  un  intervallo  a  ....  b  si  sa 
che  hanno  la-  stessa  derivata  finita  in  ogni  punto,  eccezione  fatta  per 
alcuni  punti  in  numero  finito,  ciò  è  j)ure  sufficiente  per  concludere 
che  le  funzioni  differiscono  per  una  costante. 

Si  segnino  i  punti    x^,  x,, x^,   singolari,    pei  quali  si 

fa  l'eccezione;  e  si  segreghino  con  gli  intorni  {x^  —  s /',  +  •-) 

{T,  —  i /•,  +  =)■•..  (Jp  —  '- r^^-\-  t). 

In    ogni    tratto    (« r,  —  s),     (J',  +  =- i\  —  £)•••• 

(,;■_}_  3^....  h)  la  differenza  /(./■)  —  's  (.r)  delle  funzioni  ha  valori 
costanti  Cj,  e,  .  .  . .  c^,,  c^,..,  rispettivamente:  ma  questi  debbono 
essere  necessariamente    eguali  perchè    altrimenti    in   certi    in- 
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torni  di  ampiezza  2  e  piccola  a  piacere,  la  funzione  continua 
/(./•)  —  'f  ir;  farebbe  sempre  oscillazioni  eguali  a  (e, — cj, 
(  c^  —  e,) .  .  .  .  maggiori  di    un    numero   fisso  assegnabile. 

Corollario  4".  Se/(  j)  è  una  funzione  continua  che  ammette 
derivata  finita  /'  (x)  in  ogni  punto,  eccettuati  alcuni  in  numero 
finito,  ogni  altra  funzione  avente  la  stessa  derivata  è  contenuta 
nella  espressione /(.r)  +  e  (e  costante  qualsivoglia). 

Ogni  funzione  /(j")  +  e,  rispetto  alla/'  (r),  si  chiamerà  una 
funzione  primitiva  della  /'  ir)  medesima. 

Se  si  vuole,  tra  le  infinite  primitive,  fissarne  una  partico- 
lare, bisognerà  scegliere  un  valore  per  la  costante:  ad  es.  si 
potrà  convenire  di  prendere  per  la  e  il  valore  atto  a  rendere 
nulla  la  primitiva  in  un  punto  x„,  che  può  pure  scegliersi  a 
piacere:  e  così  determinare  la  e  in   modo    che  resulti 

donde 

c  =  — /(.r,); 

ed  ecco  che  la  f  (x) — /(J'o^  sarà  una  particolare  primitiva  della 
/'  {x)  e  precisamente  quella  caratterizzata  dal  fatto  di  assumere 
il  valore  zero  nel  punto  J'„. 

Ogni  altra  primitiva  -L  {x)  di  f  {x)  difi'erirà  dalla/ (j')  — fix^) 
per  il  valore  che  essa  'lix)  assume  nel  punto  x^'-  giacche  è 

'H-r)=f{r  -fi'-,)^c 
e  quindi 

Qui  si  bratta  sempre  di  funzioni  reali  :  epperò  la  e  costante 
è  pure  reale. 

Corollario  5".  In  base  alla  formula  di  Lagrange,  pos- 
t^iamo  sostituire  quanto  è  detto  a  pag.  13G  e)  col  seguente  teo- 
rema di  maggiore  estensione. 

Se  i"  (x)  esiste  determinata  in  ogni  jjìinto  interno  tli  a  .  .  .  .  b  «' 
si  sa  che  iì  sempre  f '(x)  >  O,  ovvero  semjjre  f  (x)  <  o,  si  potrà  dire 
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die  la  f  (x)  è  sempre  crescente^  o  sempre  decrescente  rispettivamente: 
escluso  che  vi  siano  tratti  nei  quali  è  costantemente  f  (x)  =  o. 
Invero  siano  x'  e  ce"  due  punti  presi  comunque  in  a  ....  6 
(rt  <  b)  e  sia  x'  <  x":  se  si  verifica  la  prima  ipotesi,  dalla 


Ji.  — —     lC 


si  trae  intanto  che  deve  essere 

f(x")>f(x'); 
basta  dunque  escludere  clie  sia 

nx")=f\x'). 

Se  questo  fosse,  si  avrebbe  in  ce' ...  .  ce"  un  punto  a-'^  di  mas- 
simo, o  di  minimo:  e  allora  a  destra  di  cc^,  o  a  sinistra,  si  avreb- 
bero dei  punti  cc^  -[-  Z/^,  o  j",  —  //j,  nei  quali  sarebbe 

ovvero 

n-'\-K)-fi-'-ù>o; 

ma  essendo 

'l 
/•(...)-fK-^)_^..(,,_  _„_  +  ,,;,_, 

'l 

ne  seguirebbe  in  ogni  caso  l'esistenza  di   un  punto  in  cui  sa- 
rebbe /'(.r)  <o;  il  che  è  contro  l'ipotesi. 

Analogamente  dicasi  se  l'ipotesi  è  /"'  (.r)  <  o. 

Qui  è  oeì'ci  anche  la  reciproca. 
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Se  /■(./■)  è  sempre  crescente,  ne  segue 

f{:x  +  h)-f{x) 


>  o 


se  è  h  >  o:  quindi  la  derivata  a  destra  in  ogni  punto  ./■  è  posi- 
tiva o  nulla;  e  poiché  essa  per  ipotesi,  coincide  con  la  derivata 
ordinaria,  questa  pure  è  ììi  ogni  caso  lìositiva  o  nulla. 

Analogamente  dicasi  se  è  f\x)  sempre  decrescente. 

Osservazione  S.*"^  La  proposizione  ora  stabilita  è  valida  an- 
che se  la  derivata  /"  (,a)  non  esiste  in  alcuni  punti,  in  numero 
finito,  dell'intervallo  ri  ...  .h. 

Invero,  siano   ad  es.,  .i\    e  ./■,,  due   punti  interni  nei  quali 

la  derivata  manca:  ma  in  ogni  punto  ./;  interno  ai  tratti  a c^, 

j\  .  .  .  .  .r„ ,   .r, .  .  .  .0   si  sappia  che  è  f  (x)  >  o . 

La  /'(./•)  sarà  crescente  in  ciascuno  di  questi  tratti:  ma  poi- 
ché essa  è  continua  e  l'estremo  superiore  di  un  tratto  è  l'infe- 
riore del  successivo,  così  sarà  crescente  in  tutto  a  ....  b. 

Analogamente  dicasi  se  è  f  {•>')<  o. 

Lo  studio  del  segno  della  derivata  è  il  mezzo  più  semplice 
per  riconoscere  se  la  funzione  è  sempre  crescente  o  sempre  de- 
crescente: e  quindi  anche,  se  essa  è  invertibile. 
6)  Della  formula 

^-^"^^^^' =  /'(.. +  0/0 

può  farsi  anche  la  seguente  applicazioue. 

Suppongasi  che  del  rapporto  incrementale  di  una  funzione 
f[x)  in  un  punto  oc^  non  si  sapjjia  determinare  il  limite  e  nean- 
che riconoscere  se  questo  esista. 

In  tal  caso,  se  di  un  tal  punto  oc^  si  considera  un  in- 
torno, per  es.,  quello  a  destra  x^  .  . .  .x^-\-  =,  in  ogni  punto 
interno  del  quale  la  derivata  esista,  sarà  applicabile  la  for- 
mula precedente,  .r^  -)-  /*  essendo  un  punto  tra  x^  e  x^-{-  b. 

Dimodoché  esisterà  la  derivata  a  destra  nel  punto  x^,  se  esiste 

Uni.         /'(.r,,+  0//). 

Ahzelà.  —   \'ol.   I.  Il 
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La  determinazioue  di  questo  limite  è  impossibile,  perchè 
del  numero  0,  si  sa  solo  che  è  compreso  tra  0  ed  1,  e  non  si 
conosce  affatto  la  legge,  in  base  alla  quale,  per  una  data  fun- 
zione, è  legato  al  punto  x^  e  all'incremento  ìi. 

Si  osservi  però  che  se  si  può  determinare 

lim.    f  (x  -f  5) 

0  =  O 

quando  o  variabile  tende  a  zero  liberamente  passando  per  una 
successione  arbitraria  di  valori,  allora  un  tal  limite  sarà  si- 
curamente anche  il 

lim.      f  [x„  +  0  //) 

e  quindi  sarà: 

lim.     fjpco  +  ^0— /W  ^      lim.      f  {x„  +  S) 
h  =-\-  o  }f  §  =  -j-  0 

e  sarà  la  derivata  a  destra  in  x„.  Se  si  può  ragionare  in  modo 
analogo  per  un  intorno  x^.  . .  .x^  —  s  a  sinistra  :  se  esisterà 
pure  la  derivata  a  sinistra  e  le  due  derivate  saranno  eguali, 
esisterà  in  x„  la  derivata  ordinaria. 

L'utilità  di  questa  osservazione  si  rivela  quando  ri  ri- 
cordi che  nella  determinazione  della  derivata  di  alcune  fun- 
zioni abbiamo  dovuto  fare  eccezione  per  qualche  punto  spe- 
ciale: ad  es.,  pel  punto  x=  o  per  la  funzione  y  =  x'":  pel  punto 

^  =  ±  1,  per  la  funzione  are.  sen.  y. 

Il  punto  di  eccezione  può  essere  studiato  applicando  la 
eguaglianza  precedente. 

Infatti,  per  la  funzione  ce*"  in  ogni  punto  x  a  destra  di  o,  è 

D.  X'"  =  m  x'"  ~  '  : 

si  faccia  tendere  liberamente  a;  a  o.  Se  è  m  >  1,  il  limite  è  0: 
se  6  7)1=1,  il  limite  è  1:  se  è  m<l,  il  limite  è  +  co ,  o 
—  co  secondochè  è  vi>o,  ovvero  m  <.  o:  si  conclude  che  la 
funzione  a;'"  ammette  nel  punto  .t- =  o,  la    derivata  a  destra; 
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che  si  può  iutendere  rappresentata  dalla  forinola  precedente, 
se  si  conviene  che  il  seguo  0''  rappresenti  1  e  che  0~'  rap- 
presenti Qf)  . 

Se  è  in  =0,  si  ha  lim.  m.  .i~^=^o,  ed  è  quindi 
./•=o 

{Dx'')  =  0 

Per  considerare  un  intorno  a  sinistra,  bisognerà  assicu- 
rarsi che  ce"'  è  ivi  reale  come  già  fu  detto  a  suo  luogo. 

Similmente,  nella  determinazione  della  derivata  di  are. 
sen.  y  abbiamo  supposto  per  y  un  valore  interno  a  —  1  ....  -f-  1: 
ma,  per  quanto  dianzi  è  detto,  il  risultato  può  ritenersi  va- 
lido anche  per  ?/  =  ±  1,  giacché  è 

lim.  =  -[-  X  , 

y=±l  ^"^1  —  / 

e  cosi  se  per  x  è  prefissato  l'intervallo  [ ~  ....  -^  j  si  avrà 

anche  in  ?/  =  =3=  1 

D,^.  are.  sen.  y  =  ce  : 

-  3  -      . 

se  l'intervallo  è  quello  da  -^  a  -^  si  avrà 

D,^.  are.  COS.  y  = ^  =  —  X 

—  Vl—y- 

per  ?/  =  =b  1. 

Osservazione  4."  Si  può  aggiungere:  se  in  un  punto  x^  esi- 
ste il   lim.    f  '  (x),  questo  limite  è  certamente  la  derivata  nel  punto  x„ 

x  =  x„ 
la  quale  così  è  continua  in  x^:  ma  se  un  tal  limite  non  esiste,  cioè  se 
trovata  la  derivata  f  '  (x)  in  un  punto  x  generico  diverso  da  x^,,  que- 
sta f  '  (x)  non  è  funzione  continua  in  x,„  jmò  nondimeno  ivi  ancora 
esistere  la  derivata. 

Esempio.  —  Sia: 

f(.r)  =  x'.  sen. —  • 
.r 
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Si  avrà: 
a;*  (  .sfen.        — ^  —  seu.  — ■  )  -\-^h.i\seìx.       ,    ,  -|-/t*.  seji.  — r 


+  ^ 


h 


x'  '"'•  V2.r(2  +  /i)7 


2  .r  +  // 

.z;.(.r;  +  ^)'  fe  ''^^"  2  .r  (.e  + /i)"  "^ 

2  .r  (.r  4-  ^) 

-|-  2  03  seu.  — j — T  -j~  ^*  ^^"• 


per  ogni  ce  ^  o 


a?  +  /<  .r  +  /* 

Di  qui  si  trae: 

/  (x)  =  2  a;,  .seu. cos.  —  • 

X  X 

Si  vede  bene  che  non  esiste     Ibn.     /'(a?):  ma,  osservando 

aj  =  o 

che  è 

y(o  +  /.)-/(o)^„,,„     1 

si  vede  che  nel  punto  o  la  derivata  è  o. 
Osservazione  5/'  Poiché  è 

cosi,  se  si  suppone  /'  (.r)  finita  e  continua  in  tutto  a  ....  6, 
pel  teorema  di  Cantor,  preso  un  numero  positivo  a  piccolo  a 
piacere  esisterà  un  corrispondente  numero  positivo  //,  tale  che 
qualunque  sia  x,  per  \h\  <  //,   si  abbia 

\f'{x  +  Hh)-f'{x)\<o 
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e  quindi  anche 

f(x  +  h)-f(x) 


/,      -/■  (^) 


<  o: 


la  quale  proprietà  si  esprime  dicendo  che  il  rapporto  incremen- 
tale converge  alla  f  '  (x)  in  egual  grado  in  tutto  V intervallo  b, b. 

Osservazione  6.*  Se  in  a . . .  .b,  la  /'  (r)  ha  un  limite  in- 
feriore ^  e  un  limite  superiore  (r,  si  avrà 

^  —  h  — 

qualunque  siano  x  e  x  -\-  //  in  a.  .  .  .1. 

Esempi.  Tra  le  funzioni  elementari  troviamo  facili  esempi 
di  funzioni  costantemente  crescenti  o  costantemente  decre- 
scenti. 

Dall'essere  D ,..  w'-  =  w'I  a  si  trae  che  è  a''"  costantemente 
crescente  al  crescere  '  di  x  se  è  a  >  1  :  costantemente  decre- 
scente se  è  a  compreso  tra  0  e  1;  quindi  e"'  è  sempre  cre- 
scente. 

Dalla  D,..lx^  — ,  essendo  supposto  x>  o,  si  rileva  che 

l.  X  è  una  funzione  crescente. 

Giacche  è  D.  tang.  x  =  sec."'  ce,  cosi  resulta  tang.  x  una  fun- 
zione crescente  per  x  percorrente  qualunque    degli    intervalli 

Y,  D.  a  c  tang.  X  =   ^ ,- sempre  positiva:  infatti  per  x 

crescente  da  —  co   a  -|-  x   are.  tang.  x  cresce  da  — -;^  a  -|^  • 

Sia  f{x)  =  ax  -\-  b:  si  ha  /'  (x)  =  a.  Se  a  è  positivo, /(j) 
è  crescente  e  se  a  è  negativo,  f{x)  è  sempre  decrescente  al 
crescere  di  .r. 

Sia 

f(.r)  =  n,r-  -f-  />.,■  -f-  r: 

b 

Sì  h'à  f  (x)  =  2  a  X  -\-  b  e  questa  si  annulla  per  x  =  —  ^ 
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Se  a  è  positivo,  /'  (x)  è  negativo  per  i  valori  di  x  minori 

di  — pr-  Q  positivo  per  i  valori  di  .'■  che  oltrepassano  questo  va- 
2a 

lore:  dunque  il  trinomio  ax--{-bx-\-c  decresce  nell'intervallo 

(  —  Go  . .  . . ^sr-  )  6  cresce  noli'  intervallo  |  —  -^r^     ....  +  00) 

V  2ay  \       2a  J 

in  modo  che  esso  ha  un  minimo  per  .r= ;- — 

la 

Se  a  è  negativo,  avviene  il  contrario: /' (,r)  è  positivo  per 
X  <. ^ — e  negativo  per  x~>  — q    ;  il  trinomio  cresce  nell'in- 

tervallo  (  —  x  . . . .  —  9"  )  ®  decresce  nell'altro  (  —  y-  —  +  <^  )  J 


VI  e  un  massimo  per  x  =        ^ 

la 


f  {x)  =^  a  x''  -\- h  x^  -\-  e,  X  -\-  d: 
si  ha 

/'  (ce)  =  3  a  a;-  4-  2  i  ^-  +  e. 

Se  &'  —  3  a  e  è  negativo,  il  trinomio  di  secondo  grado  /'  {x) 
è,  per  un  teorema  noto,  sempre  dello  stesso  segno  del  suo 
primo  termine:  f  {x)  è  dunque  sempre  crescente  se  a  è  posi- 
tivo, o  sempre  decrescente   se  è  a  negativo. 

Se  6^  —  3ac  è  positivo,  il  trinomio /' (a;)  si  annulla  per 
due  valori  reali  di  x  :  indichiamo  questi  due  valori  con  a  e  j3 
e  sia  a<[3,/'  (.-e)  è  allora  dello  stesso  segno  del  suo  primo 
termine,  eccetto  che  per  i  valori  di  x  compresi  tra  a  e  ,3. 

Quindi,  considerando  gli  intervalli 

—  co 7.;         7. l'i  ;         ,3 4-00 

si  vede  che,  se  e  a  positivo, /(ce)  cresce  negli  intervalli  estremi 
e  decresce  in  quello  intermedio  :  mentre  se  a  è  negativo,  /  (ce) 
cresce  nell'  intervallo  intermedio  e  decresce  in  quelli  estremi. 
Nel  primo  caso  a  corrisponde  a  un  massimo  e  ,3  a  un  minimo  : 
nel  secondo,  a  corrisponde  a  un  minimo  e  ,3  a  un  massimo. 
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Osservazione  1.^  Le  considerazioni  sin  qui  svolte  indi- 
cano già  la  traccia  da  seguire  per  uno  studio  iniziale  della 
variazione  di  una  funzione,  data  per  mezzo  della  sua  espres- 
sione analitica.  —  Si  spezzerà  prima  di  tutto  1'  insieme  dei 
valori  di  x.  da  — x  a  +  ^o  in  intervalli  parziali  tali  che, 
in  ciascuno  di  essi,  la  funzione  sia  perfettamente  definita  e 
continua;  gli  estremi  di  questi  intervalli  possono  essere  dei  valori 
di  X,  a  destra  o  a  sinistra  dei  quali  l'espressione  data  cessi  di 
avere  significato  reale  determinato:  tali  valori  si  presenteranno, 
per  es.,  quando  l'espressione  conterrà  dei  radicali  di  indice  pari, 
dei  logaritmi,  degli  arclii-sen.  etc.etc;  gli  estremi  dei  detti  in- 
tervalli possono  ancora  essere  dei  punti  di  discontinuità  della 
funzione,  ovvero  dei  punti  prossimi  ai  punti  di  infinito. 

Determinati  cosi  siffatti  intervalli,  si  studierà  in  questi 
la  derivata  avendo  speciale  riguardo  ai  punti  nei  quali  que- 
sta muta  segno,  sia  annullandosi,  sia  anche  divenendo  infinita 
o  discontinua,  i  quali  -punti  delimiteranno  cosi  degli  intervalli 
dentro  i  quali  la  derivata  conserverà  un  segno  costante. 

Gli  estremi  degli  intervalli  trovati  prima  per  la  funzione 
insieme  con  quelli  trovati  poi  nello  studio  della  derivata,  spez- 
zeranno il  dominio  della  variabile  x  in  intervalli  parziali,  in 
ciascuno  dei  quali,  valendosi  delle  proposizioni  stabilite,  si  po- 
trà conoscere  il  comportamento  della  funzione,  e  quantunque 
possa  parere  superfluo,  vogliamo  notare,  a  questo  scopo,  l'impor- 
tanza del  contenuto  dell'OssERV.  3.=^  j)ag.  169,  e  specialmente  ag- 
giungere che  se  in  un  punto  x  manca  la  derivata  ordinaria, 
ma  essa  esiste  nei  punti  a  destra  ed  a  sinistra,  ed  è  dalle  due 
parti  in  segno  contrario,  sicuramente  in  x  è  un  massimo  o 
un  minimo. 

E  in  questo  caso  la  funzione  y=  (V  x)  c^®>  continua 
in  un  intervallo  (jualsiasi,  non  ammette  in  x  =  o  la  derivata 
ordinaria,  mentre  per  ogni  altro  valore  di  .'•  ha  per  derivata 


y.c 


3  '  ;/-^  ^ 

e  per  x  =:  o,  la  y  ha  un  minimo. 
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VII. 


Integrale  indefinito. 


1.  a)  Abbiamo  qui  sempre  considerato  solo  fimzioiii  reali 
di  una  variabile  reale:  ma  una  funzione  è,  generalmente,  data 
mediante  un'  espressione  analitica,  la  quale,  tenuto  pur  fermo 
che  la  variabile  in  essa  non  debba  assumere  se  non  valori 
reali,  può  benissimo,  in  qualche  tratto  cessare  di  avere  cor- 
rispondenti valori  reali:  giacché,  anche  se  le  costanti  che,  in- 
sieme con  la  variabile  a?,  entrano  a  comporre  l' espressione, 
sono  tutte  reali,  può  qualcuna  delle  operazioni  alle  quali  la  oc 
è  sottoposta,  non  dare  sempre  un  resultato  reale,  al  che  si  è 
pure  accennato  precedentemente.  (V.  Osservazione  7."  a  pa- 
gina 167). 

Non  occorre  che  insistiamo  su  ciò,  tanto  la  cosa  è  ovvia. 

La  funzione  rappresentata  da  un'  espressione  che  in  qual- 
che tratto  non  ha  valore  reale,  cessa  quivi  di  esistere:  ma  se 
cessa  quivi  di  esistere  come  funzione  reale,  non  cessa  però  di 
avere  significato,  nel  dominio  generale  dell'  analisi,  l'espres- 
sione che  si  considera.  —  Essa  avrà,  in  quel  tratto,  valori 
complessi,  i  quali,  (juando  si  separi  la  parte  reale  dalla  parte 
immaginaria,  potranno  sempre  ridursi  nella  forma 

9  (x)  -\-i^  (x) 

dove  '£,  (x)  e  ^  (x)  sono,    per  x  variabile    in    quel    tratto,  fun- 
zioni reali. 
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Riguardo  a  siffatte  espressioni 

'f  {X)  -f-  i  (j;  (x) 

ci  importa  solamente  fare  qui  una  semplice  osservazione. 

Si  dirà  continua  questa  espressione,  se  lo  sono  z  (x)  e  •]>  (x). 

Si  chiamerà  rapporto  incrementale   in  un  punto  x  il  rap- 
porto 

^  (£c  -j-  h)  -\-  i  '^  {x  -\-  h)  —  tp  (oc)  —  i  ({;  (ce) 

_  9  (^  +  ^)  —  T  (»^)    I    ;  '>  (*  +  ^0  —  4»  («) 
A  +'  A 

e  derivata  il 

lim.  ^(^+j)-y(^)_^  ■  ,.,,^  i.(^+_/0— H^) 

vale  a  dire 

(p'  (x)  -f-  ^  4*'  C'^) 

se  'f  '  (a;)  e  '^  (x)  esistono. 

Dimodoché,  se  a  e  h  sono  numeri  reali  fissi,  è 


d  (a  -f-  i  b) 


viceversa  se  si  sa  che  la  derivata  di  una  espressione  continua 
rf  {x) -\- i '\)  (x)  della  variabile  reale  .<•,  è  nulla  in  tutti  i  punti 
di  un  intervallo,  eccetto  al  più  alcuni  punti  in  numero  finito, 
si  concluderà  che  la  funzione  medesima  ha  sempre  uno  stesso 
valore  costante  reale  o  complesso  ;  giacché,  dall'  esser  nulle 
'f  '  (.'■)  e  ']>'(.''/)  si  trae  che  è  'x  (.»•)  =  e,  (j;(.t')  =  r,,  e  quindi 
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e  se  si  sa  solo  che  è  <y  (x)  =  o,  la  primitiva  generale  sarà 

(p  (x)  -\-  C-+-  i  c^ 

che  avrà  dunque  per  derivata  z' (x). 

Per  conseguenza,  alla  proposizione:  due  funzioni  contìnue 
differenti  per  una  costante  hanno  la  stessa  derivata  e  reciproca- 
mente, può  esser  data  una  estensione  nel  senso  che,  se  non  si  sa  a 
priori  che  le  funzioni  sono  reali,  la  costante  può  esser  reale  o 
complessa:  e  a  noi  importa  la  reciproca  nel  caso  che  le  due 
funzioni  continue  hanno  la  stessa  derivata  reale  /'  {x)  in  tutti 
i  punti  tranne  alcuni  in  numero  finito;  esse  allora  differiscono  j^er 
una  costante  e  reale,  ovvero  della  forma  c-f-ic, ,  con  Cj  reale. 

h)  Ciò  premesso,  passiamo  a  dare  della  formula  di  La- 
grange  l'applicazione  più  importante. 

Indichi /(a;)  una  funzione  atta  all'integrazione  ina  —  h 
e  si  consideri 

'i{X)  =  ff{x)dx. 

Si  sa  ohe  essa  è  una  funzione  avente  un  valore  reale  per 
ogni  valore  di  X,  finita  e  continua  in  tutto  a  . . .  .h  e  inoltre 
ha  per  derivata  /  {X)  in  ogni  punto  X  dovo  questa  è  continua. 

Se  noi  quindi  d'  ora  innanzi  ci  limitiamo,  a  meno  che 
non  si  avverta  il  contrario,  a  considerare  funzioni  f{x)  aventi 
un  limite  superiore  e  inferiore  finiti  (almeno  quando  si  tratti 
di  applicare  ad  esse  l' integrazione)  e  continue  o  generalmente 
continue,  potremo  scrivere 

D.  ff{x)dx=f{_X) 

'i 

in  ogni  punto  X,  eccezione  fatta  per  i  punti  di  discontinuità. 
L' integrale 

//  (^)  d  X 
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sarà  dunque  una  particolare  primitiva  della /(x-)  e  precisa- 
mente quella  che  prende  il  valore  zero  nel  punto  x  =  a. 

Suppongasi  di  avere  determinato,  mediante  un  qualche 
processo,  una  espressione  <!^  (x)  finita  e  continua  nell'  intervallo 
n  .  .  .  .b  e  avente  ivi  derivata  sempre  finita  ed  eguale  alla/(x)^ 
eccezione  fatta  al  più  per  alcuni  punti. 

Per  X  in  a ....  b,  risulterà 

^{X)=  J'f{x)dx  +  C: 

a 

e  dal  dover  essere  questa  valida,  qualunque  sia  A',  verrà 

^  (a)  =  C, 


e  cosi 


^{X)-^ia)=J^f{x)dx. 

a 

Poiché  /  (.x)  è  atta  all'  integrazione  in  qualunque  altro 
intervallo  a  .  . .  .h  contenuto  in  a  ....  ò,  cosi  in  base  allo  stesso 
ragionamento,  si  potrà  pure  scrivere 


donde 


'A^=ff{^)  dx  +  C 

ni 

^  (a)  =  C 
^iX)-'!^(a')  =  ff{x)dx. 


Il  contenuto  di  queste  formule  è  essenziale  e  può  espri- 
mersi cosi: 

Se  f(x)  è  continua  o  generalmente  continufi,  sempre  £)erò  in 
valore  assoluto  inferiore  a  un  numero  finito,  e  si  conosce  una  espres^ 
sione  c|»  (x)  finita  e  coìitiiina  in  tutto  a ....  b  e  tale  che  sia 

.^'ix)=f{x) 
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in  ogni  punto,  ad  eccezione  di  alcuni  in  numero  finito,  allora,  es- 
sendo Xj  e  x^  due  punti  qualunque  di  a  ....  b  si  ha 

1 

In  virtù  di  questa  proposizione,  il  calcolo  di  un  integrale 
definito  della  /(^')  è  ricondotto  a  cercare  una  funzione  pri- 
mitiva della  f  (oc)  nell'intervallo  che  si  considera,  ed  a  fare 
la    differenza   dei  valori    che    questa  primitiva    assume    negli 

n 

estremi  dell'integrale:  questa  differenza  è  il  ^  '    *7  '^''^' 

resulta  cosi  determinato  per  via  assai  semplice. 

La  funzione  primitiva  '|j  (ce)  chiamasi  più  comunemente 
integrale  indefinito  della  f  {x)  e  si  indica  col  segno     j  f{x)dx: 

il  quale,  è  bene  averlo  presente,  non  è  affatto  il  limite  di  una 
sommatoria  determinata,  cioè,  presa  tra  limiti  fissi.  Esso,  all'in- 

fuori  di  una  costante,  è  il  limite  della    sommatoria  )ùf{x)dx 

estesa  ai  dx  contenuti  in.  a....X,  X  essendo  un  punto  ge- 
nerico dell'intervallo  a  ....  b.  Ma  la  determinazione  di  esso 
non  suol  farsi  direttamente:  ciò  è  in  generale  assai  difficile 
anche  pel  fatto  dell'estremo  A'  indeterminato;  si  cerca  invece 
di    farla    liguardando    quel         lim.         il  /  {x)  d  x    come    una 

d  X  =  0 

funzione  continua  dell'estremo  A",  e  avente  ivi  per  derivata 
/(A).  —  Non  si  affronta  la  ricerca  diretta  del  limite:  ci  si  vale 
opportunamente  delle  proprietà  che  esso  ha  come  funzione  di  A'. 
Primitive,  ovvero  integrali  indefiniti  in  questo  senso,  ve  ne 
sono  dunque  infiniti,  e  l'uno  o  l'altro  serve  egualmente,  come 
è  manifesto,  al  calcolo  degli  integrali  definiti:  ma,  di  solito, 
per  integrale  indefinito  si  assume  l'espressione  generale 


ff{x)dx-^C, 


che  li  contiene  tutti,  essendo  C  una  costante  arbitraria. 

Se  una  primitiva  <^^{x)  di  /(,r)  reale  resulterà  in  a..:..b 
complessa,  dovrà  essere  della  forma  'j-,(j')  4- e  +  c/j  con  '{^jCj'O 
funzione  reale. 
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c)  Dagli  studi  fatti  sin  (^ui,  riassumendo,  si  vede  che  se 
da  un  lato  siamo  condotti  a  dare  delle  regole  per  trovare  la  de- 
rivata di  una  funzione  proposta,  dall'altro  siamo  tratti  a  darne 
delle  altre  per  le  quali  da  una  funzione  assegnata  si  possa  ri- 
salire alla  primitiva. 

Intorno  ai  quali  due  problemi,  inversi  l'uno  dell'altro,  si 
svolgerà  buona  parte  del  nostro  corso. 

Si  noti  che  in  luogo  di  dire  che  /  /  (./:)  d  ./■  rappresenta 
una  funzione  continua  avente  per  derivata  f  (x),  si  può  dire,  avente 
per  differenziale  f  (x)  d  x:  dimodoché  risultano  evidenti  le  scrit- 
ture 

djy{.r)d.r=f{.c)dx 

J^dò{.r)=  ò{.r) 

mettendosi  così  in  luce  che  le  due  operazioni  di  ricerca  di 
diff^erenziale  e  di  inferrale  indefinito,  o  come  suol  dirsi,  di  dif- 
ferenziazione o  integrazione  indefinita,  per  le  funzioni  continue 
sono  operazioni  inverse:  i  due  segni  d  q  j  ovvero  /  e  d,  appli- 
cati successivamente,  si  distraggono. 

d)  Esjpressione  diff^erenziale  chiameremo  d'ora  innanzi  ogni 
prodotto  della  forma 

/(.r).  d.  'f(.r)=/(.r)'f'(.r)cZ.r 

dove  /  {x)  e  'f  '  {x)  sono  supposte  continue  o  generalmente  con- 
tinue e 

ff{.r)d'S{x) 

significherà  la  primitiva  che  sempre  esiste  di  f{x)d's  (.ri:  vale 
a  dire  una  funzione  continua,  almeno  in  un  certo  intervallo, 
avente  per  derivata  /(').  z'  (./•),  ovvero  per  differenziale 

f{x)d'c{x). 

Ogni  formula  che  dà  un  dilferenziale  può  scriversi  come 
formula  che  dà  un  integrale  indefinito. 
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Cosi  le  formule  già  trovate 

d.x'"  =  m. /■'""•  dx 
d.  a^  =  ft"^'  l  « 
d.  e^'  =  e"^  dx 
d.  sen.  X  =  cos.  x  dx 
d.  COS.  x  =  —  sen.  xdx 
d  x 

,    -           d  X 
d.lx= 

X 

d  X 
d.  are.  sen.  x  = 


Vl—x' 

dx 
d.  are.  tang.  x  =    ..     , — §- 

ricordando  che  è 

d.cf{x)  =  cdf{x) 

equivalgono  alle  altre 

I  ce'»-'.  dx= h  C 

J  m 

Ta^.  d  X  =  ^ \-C 

J  La 

fé"".  dx  =  e'^-\-C 
j  COS.  X  d  X  =  .se?i.  X  +  0 
Csen.  X  dx  =  —  cos.  x  +  C 
r 1 —  =  tang.  x  +  C 

J     COS.'  .e 

J      x 

/d  X  .   I    /» 

— —  =  are  sen  x  -j-  o 
Vi—  t' 

d.i 


r —  '  ~„  =  are.  tang.  x  +  C- 
.  '   1  +  ./•' 
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È  da  notarsi  che  la  formula 


m 


ovvero 

.,"'  dx= — --   +  e 
m  -\-  1 

è  ottenuta  dividendo  per  in  -j-  1,  il  che  richiede  che  sia  in  -\-  1 
diverso  da  zero  :  la  formula  stessa  infatti  per  m  =  —  1  non  è 
aifatto  valida,  come  subito  si  vede,  dovendo  l'integrale  inde- 
finito essere  una  funzione  finita  e  continua. 

La  formula  che  vale  per  ?/i  = — 1  è  l'altra 

f^  =  !..+c. 

Per  ./■  >  0,  l  ./■  è  bene  una  funzione  continua  reale,  ma  cessa 

- .           ,                                       .            .          ,        d  ( —  x)        dx 
di  esserlo  per  .r  <  o,  mentre  rimane  immutato  — ^^ =  —  • 

^  —  XX 

Poiché,  per  ./•  <  o,  è 

l,=l{-x)  +  {2K+ì)zi, 
con  A'  intero  arbitrario,  basterà  prendere 

C=-i2K+l)zi+C\ 
con  C^  costante  reale  perchè  resulti,  essendo  — x  =  x'>o 


f^X^U'+V, 


cioè 

>d  X 


funzione  continua  e  reale  per  ./•  <  o. 


Osservazione  1.'  Si  noti  che  per  la  funzione  —  il  punto 
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x  =  o  è  un  punto  di  infinito;  non  si  può,  per  adesso,  parlare 
di  integrale  di  essa  esteso  a  un  tratto  contenente  lo  zero.  Più 
innanzi  poi  vedremo  che  esso  è  infinito. 

Osservazione  2.^  Suppongasi  f{x)  sempre  continua.  Aven- 
dosi pel  primo  teorema  della  media 


ff{x)d.r  =  (.r.^-.r^). 


con  m  valore  intermedio  tra  il  limite  superiore  e  inferiore  della 
f\x)  in  ajj  .  .  .  .  a,-.,,  poiché  in  qualche  punto  aj^  -|-  0  (a;,,  —  x^),  con 
0  <  Q  <  1 ,  è  certamente 

m  =  f{x^  -f  0(0-,  —  x^)) 
cosi  la  formula 

'\>  (a?,)  —  -}  (a?,)  =  J  f{x)  d  X 

diviene 

.t,  (ajj  _  ,1,  {x^)  =  {x,^  —  x^)  f{x^  +  H  (X,_  —  a:,)) 

che  rientra  nella  formula  di  Lagrange. 

Viceversa,  valendosi  di  questa,  la  formula 


'nxò-'H^Ù=J'f{^)dx 


può  essere  stabilita  anche  per  via  diretta,  partendo  cioè  dalla 
definizione  di 


ff{x)d.r 


limite  di  una  sommatoria  ^f(x)  dx. 

Limitiamoci  al  caso  che  /(')  sia  continua. 

Fra  x^  e  x^  si  inseriscano  i  punti  di   divisione  x^,  x,  x'\ 
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Si  ha: 

+  ....  +  '•;  (^'')  - 'M-'-')  +  M'-')  - '>K) 

e  se  si  pone 

//j  =  X  —  ./•, ,        //,  =  y  —  ./•',  ....//„  =  ./-^ — x<«-i> 

e  si  osserva,  che  per  la  formula  di  Lageange,  è 
.|.  (^'j --:(./■=//,/(./■, +0,  A  J 


si  ottiene 

'i  (xg-  -:  (X,)  =  //,/K  +  0//.)  -h  //,/(.r'  +  fi  /',)  +  ■••■ 

4-....  +  //„/Gt'."-i)  +  6,,//J 

e  anche 

4-^,E.H-//,3,+  ....  +  //„3„. 

Ora  se  /(«i  è  continua,  pel  teorema  di  Cantok,  preso  un 
numero  positivo  a  piccolo  a  piacere,  con  //,,  //,,  ....  //„,  ab- 
bastanza piccoli,  si  possono  rendere  |3j,  \=^\ ,  |3„|  tutti  mi- 
nori di  t:  e  così 

')  (^•.)  -  'V  (•'•,)  =  Kfk'^ò  +  /'./(-^-O  +  .  •  •  •  f'nfi^"^"-'^) 

-f  T<  3  (  X,  —  Xj 

Akzkla.  —  Voi.  1.  li 
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dove  è 

—  1  <-^  <1. 

All'impiccolire  indefinito  e  simultaneo  di  tutte  le  }/^,  //,, 
, . . .  Jf^^,  il  0  può  esser  via  via  pensato  sempre  più  piccolo,  con 
che  rimane  provata  l'eguaglianza 

il  =  OL  O 

2 

cioè:  /  f{x)  dx  =  ii  (x^)  —  '\,  {xj. 

X 

.     1 

Questo  procedimento,  con  lievi  modificazioni,  potrebbe  ap- 
plicarsi anche  al  caso  in  cui  è  f\x)  generalmente  continua:  ma 
noi  non  insistiamo  altro  su  ciò. 


Teoremi  relativi  alle  derivate  e  agli  integrali  in- 
definiti di  somme,  prodotti,  quozienti  di  funzioni. 
Integrazione  per  parti. 


2.  a)  Sia  F  (a?)  ^/j  (x)  -{-f^  {x)  la  somma  di  due  funzioni 
continue  aventi  derivate  f\  {x\  /',  (j-)- 
Si  ha: 

F{x  +  h)-F{x)  _  At+h)-A  (^)    ,    /;  (^-  +  /O  -/,  {^) 
h  h  ^  h  ' 

Passando  al  limite  per  h  =  o,  il  secondo  membro  ha  per  li- 
mite f\  (ce)  -j-/'o  (•^)*  anche  il  primo  ammette  dunque  un  limite 
che  sarà  F'  (x),  e  si  avrà 

F'{x)=f\{x)-\-f\_{x) 
e  quindi  anche 

F'  (x)  d  X  =/',  (a-)  d  X  -f /',  {x)  d  X 


TEOREMI    BELATIVI,    ETC.  179 


Cioè 

dF=df\  +  df, 

Siano  /,  (a?)  e  f_  {x)  funzioni  continue  o  generalmente  con- 
tinue in  a  .  .  .  .h:  sarà  tale 


Siano  poi: 


'fi  (*)  =  j  fi  (■^')  ^  ^ 

rs  l-^)  ^^  j  ^i  ^^)  ^^^' 

sarà    'f ,  (a-)  -]-  'f ,  (.r)  =  <I>  (.t)    una    funzione  continua  in   tutto 
a  . . .  .h  avente  ivi  per  derivata  /,  (a?)  -\-  /,  (x)  =  F  (x)  in  tutti  i 
punti,  eccezione  fatta  per  alcuni. 
Quindi  è: 

<Pi.r)=fF(.r)d.r-^C 

epperò 

^ >(./•)  d.r  +  C=ff^  (./•)  d  .r  +ff,  {.'■)  d  X. 

I  ragionamenti  (jui  esposti  valgono  ancora  se  le  funzioni 
componenti  la  somma  sono  più  di  due,  purché  in  numero  fisso. 

Riassumendo,  si  ha  la  proposizione: 

Se  2>iù  f (Dizioni  ammettono  derivata,  la  sojìima  di  esse  ammette 
derivata  e  differenziale  eguale  alla  somma  delle  rispettive  derivate  o 
d[jferen:àali:  se  pia  funzioni  sono  continue  o  generalmente  continue, 
V  integrale  indefinito  della  somma  è  la  somma  degli  integrali  indeji' 
niti  rispettivi  all'  infuori  della  solita  costante. 

h)  Nella  prima  ipotesi  si  consideri  la 

F{.r)=f^{.r).fA.r). 

Si  ha,  per  ìi  diverso  da  zero: 

fM-\'h)-f,{-r)_  , 

h  /  .  '•  '  -t-  =, 
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donde  : 

fAx^h)=f,{.r)Jrhf\{.r)-hhB^ 

epperò: 

h  h 

.  (/,  (^)  +  /^/'.  (•>-)  +  J^  =.)  (A  («^)  +  J^f.  C^)  +  /^  h)  -/.  (^)/.  (-^o 
~  k 

=f\  {x)  f,  (x)  +/'.,  (•'•)/.  (•-•)  +  /'  !  /;  (■'■)/.  (•'•'  +/;  (■'■)  ^. + /',  (./■)  i, 


passando  al  limite  per  h  =  o,  il  secondo  membro  tende  al  li- 
mite 

e  si  ha  cosi: 

quindi  anche: 

F'  (x)  d  .r  =f,  {x).f\  (./•)  d  X  +/;  {x)f\_  (x)  d  X, 

cioè: 

dF  =  f,df.^-^rf,df^. 

e)  Se  è  • 

F{x)=f,{^x)f^{:x)....f,,{x)' 
si  trova: 

F'{-'-)  =  f\fj.--  •  'fn+fjj.-'  •  •/»  +  ••  •  •/'„/;••  •  •/»-, 

dF=fJ,.. .  .f,,df,  +fj,..  .  .fndf,-\-fJ\  .  .  ./._,  df,, 
e  anche  si  può  scrivere: 

F'  {.V)  _  f\  {X)        f\{x)    ,  /'„  (.r) 
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ossia: 


~^'        ~        r~^       A  ^■■••"^       /n        ' 

per  F  diverso  da  zei'o. 

La  regola  è  dunque  la  seguente  : 

La  derivata^  o  il  differenziale  di  un  prodotto  è  la  somma  dei 
prodotti  che  si  ottengono  moltiplicando  la  derivata  o  il  differenziale 
di  ogni  singolo  fattore,  per  tutti  gli  altri  fattori. 

E  anche:  il  quoziente  della  derivatalo  differenziale  di  un  pro- 
dotto, pel  prodotto  medesimo  è  la  somma  dei  quozienti  analoghi,  re- 
lativi ai  singoli  fattori. 

Sia 


F{.r)  =  'v{xy 


m  intero  e  positivo. 
Si  avrà: 


F'  {,i:)  =  m.  z(.r)"'~''c'  {.r) 
e 

d  F=ìn  'f  (./•)'"''  .  d's 
che  equivale  a  quest'altra: 


i  z  (.r)  >"-'d  z  (r)  =  (  '^  (j-)'"-* .  'f  '  (j;)  d  {x)  =  ^^'" 

supposto,  ben    s'intende,  che  'f' (./)  esista    continua  o  general- 
mente continua  in  tutto  un  certo  intervallo. 
d)  Riprendiamo  la  formula: 

^i  \A  W/.  (•'•);  =/.  co  df,  (./•)  -f /,  (.r)  df  v-r)  = 
=fA'-)f\{.r)d.r.^f,[x)f\(.r)dx 

e  supponiamo  che  le  derivate  /',  (.'*),/',  (.r)  siano  continue  o  ge- 
neralmente continue  in  un  intervallo  a  . .  .  .  l>. 
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Allora  avremo: 

/.  (•«)  A  C^O  =//,  (■'■)  d  f,  {.'■)  +ff,  {.'■)  df,  (.r)  +  C, 
jy.  (■'■)  df,  {.r)  =/,  Or)/,  {X)  -ff^  (;r)  df^  {.r   +  C 

la  quale  formula  serve  a  ricondurre  un  integrale  indefinito 
ad  un  altro  che  può  essere  più  semplice. 

Se,  in  generale,  chiamandosi  espressione  differenziale  ogni 
espressione  che  contiene  come  fattore  un  differenziale,  sia  quello 
della  variabile  indipendente  sia  quello  di  una  funzione,  si  chiama 
poi  espressione  finita  quella  che  non  contiene  differenziali^  potremo 
dire  :  se  in  un  prodotto  si  distingue  un  fattore  finito  e  un  fat- 
tore differenziale,  V  integrale  indefinito  di  tale  prodotto  è  eguale  al 
fattore  finito,  moltiplicato  per  V  integrale  del  fattore  differenziale^ 
meno  V integrale  deW  integrale  trovato  moltiplicato  jjer  il  differenziale 
dell'  altro  fattore. 

Questa  si  chiama  la  regola  d'integrazione  per  parti. 

E  di  continuo  uso  e  realmente,  nella  sua  estrema  semi^li- 
cità,  molto  utile  perchè  fa  dipendere  un  integrale  da  un  altro, 
che,  come  s'è  detto,  può  essere  più  semplice. 

Ad  es.,  se  /,  (or)  è  una  trascendente  la  cui  derivata  è 
algebrica  e  /,  (.r)  è  algebrica,  l'integrale  della  trascendente 
fi  W  d  f\  (.'•)  è  ridotto  a  quello  di  un'  espressione  algebrica 
f,{x)df^{x). 

In  molti  casi  a  raggiungere  questo  fine  occorre  uua  scelta 
opportuna  del  fattore  finito  e  del  fattore  differenziale  neW  espres- 
sione data.  Molti  esercizi  abilitano  all'uso  di  questa  regola. 

Diamone  alcuni  esempi  semplici. 

Sia  da  trovare: 

/  log.  X  d  X. 
Applicando  la  regola  si  ha: 

/  log.  X.  d  X  =  X.  log.  x  —  /  x  — -^ 

=  X.  log.  X  —  J"  =  X  (log.  x  —  1  • 
valida  in  ogni  intervallo  finito  non  contenente  il  punto  ./;  =  o. 
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Così: 

/   a:'"  log. ./'.  (1  r  =  /  log.  x.  .r"'  d  x  = 


"^       m  -\-  ì       J  m  -\-l      X 


x-"'^'  1         /• 

,  -T  .  log.  X /  x"^  dx 

w  -f-  1  m  +  1 J 

log.  X 


m  4-  1     ^"  wi  +  1  '  wi  +  1 


valida  per  m  diverso  da  —  le  per  intervalli  non  contenenti 
x  =  o;  per  in  = — 1,  è: 


i  ^0;5f.  07.         =  log.  X.  log.  x  —  /  log.  x. 


d  X         ,  ,  /• ,  d  X 

I  log.  X. 

donde: 


log,  x.~  =  ~  log.  X 


come  poteva  vedersi  anche  con  altra  regola. 
Così: 

/  é'^  sen.  xd  X  =  —  é''  cos.  x  -\-   j  cos.  x  e^  d  x 

f  e^  COS.  X  dx  ^      e^  sen.  x  —    /  se»,  x  e^  d  x 

dimodoché  se  si  pone 

/  e^  .seu.  X  d  x=  u,       J  ^^  ^^^'  •''  d  .c  =  v 

si  ha: 

u  —  v  =  —  e  '  COS.  X 

u  -f-  V  =       e^'  sen.  x 
donde 

e''  (sen.  x  —  cos.  x)  e*  (sen.  x  -\-  cos.  x) 

a  "= 2 
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Ma  sono  innumerevoli  le  particolarità  cui  1'  applicazione 
della  regola  può  dar  luogo. 

Qualche  volta  l' integrazione  per  parti  riproduce  nel  se- 
condo membro  l' integrale  che  si  cerca,  ma  con  un  parametro, 
che  in  esso  comparisce,  diminuito  di  un'  unità. 

Si  ha  ad  es. 

a)  j  ^'"'e^  dx=     x""  é^  —    w  f 'a;"'  ~^  &^  dx- 

Si  vede  bene  che  so  tn  è  intero  e  positivo,  1'  applicazione 
ripetuta  di  questa  formula  conduce  all'  integrale  /  e^  d  x  =  e". 
Si  hanno  le 

/ 'ce'"* ~^  e^dx^    x"' ~^  é"  —  {m  —  I)    J  x'"-'-  &^  d x 

f  x"  é"^  dx  =     x^  e''  —     2  I  .r  e''  dx 
fxé'dx=    xé"—     '^e'+cì: 

si    moltiplichi    qui  rispettivamente    per    —  ?»,  -j-  m  {ni  —  1), 
—  m  {m  —  1)  (m  —  2), ....  e  si  sommino  con  la  a),  si  ottiene  : 

/  'x'"  é"  dx=     X'"  e'  —  mx'" ~  '  e*'     -f-  wi  (m  —  1  )  :/•'" -^  é"  —  .... 

-\-{—iy'm{m—l)....l.e'  +  C. 

e)  Se  dell'integrale  indefinito  trovato  colla  regola  di  dianzi 
ci  si  deve  valere  pel  calcolo  di  un  integrale  definito,  si  avrà  : 

indicando  col  segno  )       T   il  valore  per  x  =  c  dell'  espressione 

1       oc 

che  sta  rinchiusa  in  parentesi  :  si  vede  subito  che  è  : 


TEOREMI    RELATIVI,    ETC.  185 

che  si  può  scrivere: 


che   è  la   formula  cV  integrazione  per   parti  per    un    integrale 
definito. 

/)  Si  consideri  ora 

^^         f(r) 

in  un  punto  ./•,  dove  /( ./)  è  continua  e  diversa  da  zeì'o  e   am- 
mette derivata  /'  (./•).  Si  ha  : 

__l l_  /(J-)-/(^  +  /0 

>H.r  +  ^)->Vr)  _    /(.r  +  ;0       f{x)    _  h  _ 


h  h  f  ^jr),  f  (j- -\- h) 

passando  al  limite  per  h  =  o,  si  ha 

^r)  Sia  ora '|i  (j-)  =  ^■' )  .(  in  "n  punto  .r  dove  /j(j-)  è  diverso  da 

zero  ed  esistono  /'j  (ce)  ,/',  (x). 
Si  ha: 

.H.r)=/;(i-)  ^ 


e  quindi  (pag.  180.) 

_/.(-/')>/.C^-)-/,(-^)/.(-^-) 

che  dà  la  regola  di  derivazione  di  un  quoziente  di  funzioni. 


186  FUNZIONE    DI    FUNZIONE 


Si  ha  poi  il  dififerenziale  : 

Si  possono  trovare  con  questa  regola  ad  es.:  le  derivate  di 

1  1 

sec.  X  = cot.  x.  =   ~  --      et.:  et.: 

COS.  X  tang.  x 

e  avere 

,.  sen.  X      ^       ^  1         ^  COS.  or 

U,,sec.x=        ,    ,  ,  U^cot..r= ,-   ,  D^cosec.  xz= -~ 

cos.  X         •  sen.  ,r        '  sen.  .r 

dove  per  .r  sono  sempre  esclusi  i  valori  che  rendono  nullo  il 
denominatore. 


Funzione  di  funzione. 

3.  a)  Sia  H  ==  u  (./')  una  funzione  nell'  intervallo  {a....b)  com- 
presa tra  il  limite  inferiore  Z  e  il  limite  superiore  L. 

Sia  poi  y  =  y  (u)  una  funzione  data  per  ogni  valore  di  u 
neir  intervallo  tra  ^  e  L.  Si  può  allora  riguardare  y  come  data 
per  ogni  valore  di  j"  tra  a  e  b  e  cosi  come  funzione  di  ,r,  cioè 
y  =  y  \  u  (r)  \  ;  e  quando  y  =  y  u)  ,  u  =  u  (.r)  sono  espressioni 
analitiche  si  potrà  anche,  volendo,  sostituire  u  (x)  al  posto  di 
u  nella  y  (u)  e  avere  y.=  y'^u  (x)  \  espressione  analitica  in  x. 

La  y,  funzione  dì  x,  data  così  per  mezzo  della  u  dicesi  fun- 
zione di  funzione. 

Si  noti  che  generalmente  una  funzione  è  appunto  data 
mediante  un'  espressione,  che  con  segni,  dei  quali  è  noto  il 
significato,  applicati  alla  variabile  ,r,  mette  in  luce  il  legame 
tra  la  x  medesima  e  la  funzione  ;  questo  legame,  qualche 
volta,  è  semplice,  diretto,  per  modo  di  dire,  come  nelle 
funzioni  ./',  2x,  log.  .r,  e*"  sen.  x  etc.  etc...  ;  ma  il  più  spesso 
i  segni,  esprimenti  un  legame,  a  cui  e  soggetta  la  ir,  sono 
parecchi,    l' uno    applicato    sul!'  altro  :    come    in    log.  x'    ,    é"^ 
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sen.  \/ X  .  sen.{log.x*)  ed  ecco  che  in  simili  casi,  e  sono  i 
più,  la  espressione  è  propriamente  una  funzione  di  fun- 
zione ;  riguardandola  così,  invece  di  avere  davanti  agli  occhi 
uu'  espressione  in  ,/',  spesso  assai  complicata,  vi  si  vedono  più 
funzioni,  1'  una  dell'  altra,  ognuna  più  semplice. 

E  dunque  importante  prendere  in  considerazione  speciale 
le  funzioni  date  in  questo  modo,  allo  scopo  di  stabilire  una 
regola  che  insegni  a  scriverne  la  derivata,  quando  si  conoscano 
le  derivato  delle  singole  funzioni  intermedie,  rendendo  così 
la  cosa  molto  più  facile. 

Cominciamo  dal  caso  che  sia  data 

y  =  y  (u)     con     u  =  a  (./') 

con  una  sola  funzione  intermedia  n,  come  già  dicemmo  a 
principio. 

Se  ne  potrebbe  anche  dare  un'immagine  geometrica,  ad 
es.  segnando  prima  la  curva  ii  =  u  (.r),  poi  in  ogni  punto 
i.r,  II)  di  essa  elevando  una  perpendicolare  al  piano  della 
u  =  li  (./•  ij  e  portando  su  questa  una  lunghezza  rappresentante 
il  valore  di  y  corrispondente:  si  otterrebbe  uua  curva  nello 
spazio  :  ma  non  occorre  fermarci  su  ciò. 

Se  «  (./■)  è  continua  in  un  punto  a?,  dove  ha  il  valore  u 
e  y  {u)  è  continua  in  u,  y  è  continua  anche  riguardata  come 
funzione  di  .v. 

Ciò  si  vede  subito. 

In  un  punto  x  esista  la  derivata  u'  (./)  finita,  e  pel  valore 
u  corrispondente  la  y'  {u)  pure  finita. 

Si  dia  ad  ./•  un   incremento  h  pel  quale  sia 

5„=:wGr  +  /0-n(.r) 
r  incremento  di  u  :  e  si  chiami 

^i  =  U  («  +  ''o)  —  y  («) 

l' incremento  di  y  :  incremento  che  può  riguardarsi  dovuto 
all'  incremento  6„  di  n,  ovvero  all'  incremento  h  di  .r,  e  così 
scrivere  anche  ò,  =  t/  ;  «  (J"  +  '0  !  —  V  \  ^'  (•'')  !  • 
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La  y'  (u)  è  il  limite  per  ò^  tendente  a  zero  del  rapporto 
y  (^  +  ^o)  —  y  (")  ^  il 

e  si  può  porre,  perciò,  per  o^  diverso  da  zero 

|i  =  y'(u)  +  s, 

dove  e  tende  a  zero,  con  5^:    dalla    quale,   sempre    essendo  o„ 
diverso  da  zero,  si  trae  1'  altra 

^1  =  ^o  y'  (^)  +  ^'o  =- 

e  importa  osservare  che  questa  sussiste  anche  per  6^  =  0  per- 
chè in  questo  caso  si  riduce  all'  identità 

0  =  0. 


Si  dividano  ambo  i  membri  per  //   diverso  da  zero  :  si  ha 
h 


—  y  {uj .      -f-  . 


ovvero  : 


y]u{x  +  h)'-y)u(x)\  e  5^ 

Si  faccia  qui  tendere  h  liberamente  a  zero. 

Il  rapporto  -f-  ha  per  limite   u'(a;)  per  ipotesi:  £  tende  a 

zero:  di  conseguenza  il  secondo  membro  ha  per  limite  il  pro- 
dotto ìj'  [u).  u  {x)  :  esiste  dunque  il  limite  del  primo  membro  che 
sarà  la  derivata  di  y  in  quanto  è  funzione  di  j'  e  si  avrà  : 

y'x  =  y',<  '  y'x 

notando  con  y\, ,  y\^.  le  derivate  prese  rispetto  ad  a;  e  ad  m. 

La  derivata  della  y  funzione  din,  che  è  funzione  di  x,  è 
eguale  al  prodotto  della  derivata  di  y  funzione  di  u,  i)er  la  deri- 
vata di  u  funzione  di  x. 

Il  differenziale  è  dy  =  y'„  .  u'^  dx. 

b)  Questa  regola  può  avere  un'estensione: 
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Sia  ?/  =  ?/(«),  con  n  =  n{v)  e  v  =  v  (ce)  cioè  le  funzioni  in- 
termedie siano  due  w  e  y  ed  esistano  v'  (:/)  finita  in  un  punto  x, 
u' (v)  pure  finita  pel  valore  v  corrispondente,  cosi  ^' (u)  finita 
nel  punto  u. 

La  u  è  funzione  di  x  data  per  mezzo  della  v  e  siamo  in 
caso  di  applicare  la  regola  precedente  e  avere 

si  può  poi  riguardare  y  per  un  momento  come  funzione  di  u 
che  è  funzione  di  x  e  come  tale  se  ne  conosce  la  derivata;  e 
riapplicando  la  regola  stessa,  si  avrà: 

ovvero 

y',:  =  y'v  '  u'r  •  v[... 

La  derivala  di  y  rispetto  ad  x  è  eguale  al  ijvodotto  delle 
tre  derivate  :  di  y  rispetto  ad  u,  di  u  rispetto  a  v,  e  di  v  ri- 
spetto ad  X. 

e)  Una  regola  analoga  sussiste  qualunque  sia  il  numero 
delle  funzioni  intermedie. 

Non  occorrono  molte  dilucidazioni  per  far  manifesta  la 
grande  utilità  della  regola.  Per  virtù  di  essa,  il  calcolo  della 
derivata  di  una  espressione  assai  complicata  si  riduce  al  cal- 
colo successivo  di  derivate  di  espressioni  più  semplici. 

Vediamone  qualche  esempio. 

Sia  y  =  lf{x)] 

qui  i  segni  indicanti  funzioni  sono  due  log.  ed  /';  g  è  dunque 
una  funzione  di  /  (cioè  log.  /"),  la  quale  /  è  poi  funzione  di  .r. 
Se  esiste /'(j"),  sapendosi  (pag.  143)  poi  già  che  è: 

1 


lJ.lf=  ^ 


si  scriverà  subito 


y..=jf'{T)=^^^^^  =  D,.  log.f{T\ 
per  un  valore  di  ,/■  poi  ijualo  non  è  f{x)  =  o. 
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È  per  questa  ragione  che  il  quoziente  della  derivata  ['{x) 
di  una  funzione  per  la  funzione  stessa  f{x)  si  chiama  deri- 
vata logaritmica. 

Si  ricordi  la  proposizione  dedotta  dalla  regola  di  deriva- 
zione di  un  prodotto  :  si  potrà  ora  enunciarla  : 

La  derivata  logaritmica  di  ?tn  prodotto  è  eguale  alla  somma 
delle  derivate  logaritmiche  dei  fattori:  il  che  veramente  è  ovvio. 

Sia  2/  =  'f  (a?)"*:  m  reale  qualunque  non  zero,  e  f{x)  si  consi- 
deri per  X  tale  che  renda  ©  (.r)  >  0. 

Qui  pure  si  hanno  due  segni  di  funzione:  l'elevazione  alla 
potenza  m  di  rp  che  è  funzione  di  x:  cioè  y  =  cp "'  con  's  =  'f  (x). 

Quindi  esistendo  la  derivata  'f'(a7),  si  ha: 


B.  'r.  {x)"'  =  m  'f'-\  'f  ' (J-)  =  m.  z  (x)'"  -\z'  (x) 
d.  (p  (./•)■"*  =  m.  'f  {xy  -  '.  'f  ' {x)  dx. 
In  particolare: 

1-1 

'  2\/(p(j-) 

(e'(j')  dx 


?iV'f(j") 


n-1 


Sia  y  =  e'"^.    Si  vegga  nell'  esponente  mx  un   unico  argo- 
mento u:  sarà  y  =  e",  con  u  =  mx,  quindi: 

J).  e*"^  =  m.  e"  =  m.  e"^ 

e 

ci.  e*"«^  =  m.  e'"^  .  d  x. 

Osservazione  1/'  Il  differenziale  della  y=^y{u)  con  u  =  u{x) 
è,  come  si  è  veduto, 

dy  =  ?/'  (it).  ?t'  (.x)  dx  : 

ma,  se  si  osserva  che  è 

du  =  u  {x).  d  x 

ne  resulta  : 

dy  =  y' (u)  du. 
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Cioè  :  il  differenziale  di  una  funzione  di  funzione  si  esprime  per  la 
funzione  intermedia^   come  se  questa  fosse  la  variabile  indipendente. 

Se  è 

y  =  y{u)     con     u=^u{v)     6     V  =  y  («) 
si  ha  : 

y':.^  =  y'n  '  ^^'c  •  ^^ 

e 

dy=y\,.u\,.v'^.dx  = 

=  y'u'U',dv 

=  y\,.du. 

Cioè  :  se  y  dipende  da  più  funzioni  intermedie,  il  differenziale  si 
può  esprimere  per  una    qtialunque    di  esse,   come   se   la  medesima 
fosse  la  variabile  indipendente. 
Così  è  : 

d.  <p  {Xj"^  =  m  -z  (j-)'"-' .  d  z  (./■ 
drc{x) 


d^/'f(.r) 


2.A/'f(J-) 


d.  V<?  W  = -^ 


nV'iW~' 
de"''"  =  e""''  .d(m.r) 

Parallelamente  a  queste  formulo  si  hanno  le  altre  : 

r  df  (J-)  /  •  /■'  {x)  d  X 

^1    fijr)=J       /(.)  — ^^^•/(-)+^- 

/  (2  {xy\  d  z  (.r)  =    /  '  Vi^xf.  't'{x)  d  X  =  '•  ^\    ,    +  C 
^     '  '  «^      '  '  m  -\-  1 

per  m  diverso  da  —  1  ; 

ydj(^_    rli^l^x^ 
-'   2x/'f{x)       ^'    2-v/<p(ic) 
d(p  (x) 


f 


=  V'f  i^)  ■+■  e 


n  V  ?p  (xf 
Te"'-^  d  {mx)  =  m  Te'"^  dx  =  e"'^  +  C 
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donde 

/  e  '"*  dx=  ' h  C. 

m 

Osservazione  2^.  In  generale,  se  y  (n)  è  continua  o  general- 
mente continua,  sempre  però  in  valore  assoluto  inferiore  a  un 
numero  finito  in  un  intervallo  e  ....  d  e  la  u  (x)  è  una  fun- 
zione continua  sempre  crescente  o  sempre  decrescente  per  x 
in  a ....  ò,  e  ivi  assume  valori  contenuti  in  e ....  d,  sarà 
y'  fu  (xj)  continua  o  generalmente  continua  per  x  in  a  ....  b: 
giacche  i  soli  valori  di  x  pei  quali  y'  (ti  {x)\  può  divenire  di- 
scontinua sono  quelli  che  fanno  acquistare  alla  u  (x)  uno  di 
quei  valori  u,  che  rendono  discontinua  la  y' (u):  ma  questi 
sono  in  numero  finito  ed  a  ciascuno  corrisponde  un  solo  va- 
lore di  x:  sono  dunque  in  numero  finito  i  valori  x  per  i 
quali   può  essere  discontinua  la   y'  (u  (x)\ 

Se  inoltre  è  continua  o  generalmente  continua  anche  la 
it  (x)  in  a  ....  ò,  e  minore,  in  valore  assoluto,  di  un  numero 
finito,  sarà  il  prodotto 

y'  (u  (a?)),  u  (x) 

funzione  continua  o  generalmente  continua  di  «,  opperò  atta 
all'  integrazione. 

Esiste  dunque  una  primitiva 

/  y'  (il  {x)j.  u'  (x)  d  X 

che  può  servire  al  calcolo  di  qualun(jue  integrale  definito  della 
funzione  y' (u  (xf)  u' (x)  dentro  un  tratto  di  a....b.  Ora  que- 
sta primitiva  può  essere  ottenuta  dalla 

y  iu)  =  /  li  (n)  d  u 

sostituendo  a  con  it,  {x).  Si  ha  cioè 

a)         y  (u{x)  )  =  (    /  y  («)  dii)  =    f  'y  {u  (xj).    ii  (x)  d  x. 

\»  /  u  =  u  {x)  '- 


I 
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Si  ha  in  questa  relazione  una  ricca  sorgente  di  integrali 
indefiniti  che  si  ottengono  ponendo  in  posto  di  ii  (x)  svariate 
funzioni  note. 

I  precedenti  integrali  sono  come  casi  particolari  conte- 
nuti in  questa  formula,  la  quale  è  valida  anche  se  u  (x)  abbia 
tra  a  e  h  un  numero  finito  di  massimi  e  di  minimi,  come  è 
presto  veduto:  e  se  y' (u)  è  funzione  continua  di  «,  basterà 
anche  solo  supporre  nella  n  (ce)  la  continuità. 

Essa  può  essere  stabilita  anche  in  condizioni  più  generali: 
ma  per  noi  bastano  quelle  qui  indicate. 

Ad  es.,  essendo  y  ^=y  (0)  ^ 


D  are.  sen.  y  =  -~ 


VI  — 


y 


e  dalla 


si  ha 


J 


À/i- 


are.  sen.  y 


JvT^(0^ 

e  basterà  che  ìj  {t)  sia  funzione  continua  in  un  intervallo  di 
valori  t  per  i  quali  è  —  i  <y{t)  <l\. 
Così  pure 

y'{t) 


D^  are.  tang.  y  {t) 


^  +  y(ty 


1  .  /.N  y'itìdt  dnij) 

d.  are.  tang.  ìj{t)  =  r.-  }-- — -j  = 


/    /  ;  ,=    /-•'  ^  ;,  =  are.  tana,  y  it) -^  C 


AUZKLA.    —    \'ol.    I.  13 
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Integrazione  per  sostituzione. 

4.  a)  La  formula  stabilita  precedentemente  (pag.  192) 
y  («^(^))  =j  V\.  (^^a?))  .  u{x)  dx 

come  già  osservammo ,  ci  dà  l' integrale  del  secondo  membro, 
ponendo  w(;/')  in  posto  di  u  nella  funzione  data  y{u). 

Ricordiamo  che,  nel  campo  delle  nostre  considerazioni, 
la  validità  di  questa  formula  richiede  che  «'(a?)  sia,  in  un  certo 
intervallo  a h  di  valori  j-,  continua  o  generalmente  conti- 
nua: e  lo  sia  parimenti  ?/'(")  nell'intervallo  e e?,  e  e  tZ  es- 
sendo il  minimo  e  il  massimo  assoluti  di  u{.r)  in  a 6,  dove 

questa  è  sempre  crescente  o  sempre  decrescente  o  almeno  non  ha 
che  un  numero  finito  di  massimi  e  di  minimi ,  o  anche  è  suppo- 
sta semplicemente  continua,  se  tale  è  y  {n)  ;  giacche  in  tal  caso 
la  y  (u{x))  sarà  funzione  sempre  continua,  e  il  prodotto 
y' (u{x))ii!{x)  continuo  o  generalmente  continuo. 

Introducendo  una  lieve  modificazione,  si  può  dedurre  una 
relazione  che  contiene  il  metodo  più  fecondo  e  di  più  frequente 
uso  per  la  determinazione  di  integrali  indefiniti. 

Sia/(w)  una  funzione  continua  o  generalmente  continua  e 
avente  un  limite  superiore  finito  pei  suoi  valori  assoluti  in  un 

certo  intervallo  e d  di  valori  u.  Sia  «(./•),  come  dianzi,  una 

funzione  continua   che   nell'intervallo  a ò  per  la  x  ha  il 

minimo  assoluto  e  e  il  massimo  r/  e  ammette  derivata  n'{x)  con- 
tinua 0  generalmente  continua  e  inferiore  sempre  in  valore  as- 
soluto a  un  numero  finito:  sarà /Y?^(./))  certamente  atta  all'in- 
tegrazione se  si  aggiunge  la  condizione  che  u  (x)  sia  in  a b 

sempre  crescente  o  sempre  decrescente. 

Sarà  dunque  atto   all'integrazione  in  a h  il  j^rodotto 

f(u{nc))  .u{x),  come  lo  è  f{u)  in  e d. 

Siano  ce,  e  ./:  due  punti  qualsi vogliano  di  a ò:  u^  e  u  i 

valori  corrispondenti  della  ?<:  si  avrà 

U  X 

J'f(v)du=  J  f(u{x))  .  ii'ix)  dx. 
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Invero,  tenendo  fisso  x-,  e  quindi  n^ ,  il  secondo  membro  è 

una  funzione  continua  di  x  in  a b  avente  per   derivata 

f  (i( (.]■))  u'{.v).  Sono  dunque   ambo    i    membri  funzioni   della  x 

aventi  in  a ò  la  stessa  derivata,  eccettuati  alcuni  punti: 

inoltre  ambedue  sono  nulli  nel  punto  x  =  x^  :  quindi  è 

P     '!  7 

Ma  se  u=  //  (x)  è  funzione  di  .r  sempre  crescente  o  sempre 
decrescente,  esisterà  la  funzione  inversa  x  =^  x  {u)  per  u  varia- 
bile in  e de  sarà  ugualmente  valida  1'  altra 

h)  \   I  y{><^  (•>'  ).  u'(x)  dx  i       =        f  f(u)  da 

'  x  =  x(u)         "i 

perchè   si   hanno   qui   due  funzioni  della  u  aventi  l'una,  cioè 
il  secondo  membro,  la  derivata /(»)  :  1'  altra,  la  derivata  in  u 

Sf(u  (X))  .  »'Gr)  j  .  x'dc)  =  f[u  (./■))  .  n'{x) .  ^^  =/(„(j.)) 

ma  se  in  f(u  x))  in  posto  di  ./   si  pone  x  (u),  per  la   corrispon- 
denza biunivoca  fra  x  e  n,  resulta 


|/(^K^0)^ 


^        =     /("): 


i  due  membri  della  ò)  hanno  dunque  la  stessa  derivata  in  ti,  e 
poiché  ambedue  si  annullano  per  n  =  u^,  cosi  rimane  provata 
la  precedente  uguaglianza. 

Da  tutto  ciò  si  trae  un  metodo  per  la  determinazione  degli 
iutecrali  indefiniti. 

Si  indichi  come  si  suole,  con 

jy{n{x)).u{x)dx  =  -y^x) 

una  primitiva  finita  e  continua  in  a />  di 

f(n{x)).u{x), 
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e  con 


'Htt)  =  jyin)da 


una  primitiva  finita  e  continua  in  e d  di  f{u)  :  si  potrà 

scrivere,  in  base  alle  relazioni   a)  e  ò), 

a)  9  fti  {j')ì  =  'I  (a)  +  C 

b')  (j;  ('oc  (m))  =  'f  («t)  -f  D 

ovvero 

y   /'Z  (w)  du  }       =       y  /■  [u  {x))  .  a'  {x)  dx  +  C 

V  —  n  (x) 

)    I  f  (»*  (•«))  •  w'  (-c)  (/x  ^^       ^        /  /(■«) .  f/»  -f-  7)  : 

x  —  x  (u) 

la  prima  ci  mostra  che  conoscendo    /  /(«)  dn^  ponendovi  u  (x) 

in  posto  di  ti,  se  ne  trae  un'altro  integrale  /  f  {^  n  {.r})  u  (x)  dx  : 
la  seconda,  ed  è  essa  la  più  utile,  ci  dice  che,  volendosi  trovare 
f  f  (u)  du  si  può  asisumere  in  jjosto  della  variabile  u  una  fuii- 
zione  u(x)  di  u)i' altra  variabile  x  e  ridurre  coit,  U  integrale  che 
si  cerca  aW  altro  f  f7u(x))  .  u'(x)  dx  :  se  si  riesce  a  trovare  que- 
sto, e  la  funzione  u(x)  scelta  in  posto  di  u  è  invertibile,  vale  a 
dire  sempre  crescente  o  sempre  decrescente,  allora  se  nelV  integrale 
trovato,  in  posto  di  x  .sii  pone  /'  inversa  x  (u)  di  u  tratta  dal  ri- 
solvere  rispetto  a  x   la    relazione  u  =  u  (x),  si    otterrà   V  integrale 

/'f(u)du. 

Dicesi  metodo  e/'  inlegrazione  per   sostituzione   o  del  cangia- 
mento della  variabile, 
b)  L'  eguaglianza 

U  X 

ff{u)du  =  J\f(n  .r)).u(.r)d.r 
«1  ^1 

può  anche  essere  stabilita  per  via  diretta,  nel  modo  che  segue. 
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Sia  dunque 

a  =  u  (./•)  con  ./•  =  ,r{u] 

Per  definizione  è 


I 


j  fin)  du  =     lim.      -f{i()du 
',  du  =  0  ") 

Posto  li  =  «(./•),  a  una   divisione   dell'intervallo  u^ u 

nelle    parti    du    corrisponderà    una    divisione    dell'  intervallo 

./■| X    e    ad    ognuno    dei    du  =  Us  —  u^  ^    corrisponde    un 

dx=^i\  —  ./'.  ,  e  vicever^a  :  dalla  u=u{x)^  si  trae 

du  =  u'{.r)  d.r. 
E  dunque 

e)  lf{zi)du=f{u^)dti  +/  {u^-\-dit)  da  -\-  ....-\-f{u^  +  {a  —1)  du)  du 
"i 

=f{  n  (.f,))  .  n'  (./•,)  r/r  +  f  (u  (j-,))  ..'  (.rj  d.r  +  .  .  -  •  + 

e    di    qui,    passando    al    limite,    si    ha    appunto    1'  eguaglianza 
precedente. 

Si  facciano  variare  la  u 
e  .e  su  due  rette  perpendi-     ^^ 
colari    rispettivamente  :    si     "s| 
segni  la  curva  u  =  u  (x):  ad 
ogni  du^  cioè  up,  come  ve- 
desi   in  figura,  corrisponde 
un  dxj  cioè  vip:  si  sostituisce 
a  ciascun  du   il    corrispon-    u 
dente    dx    moltiplicato    per 
11'  (.t)  ==  tang,  m'inp. 

Propriamente  è  *' 

du     -  (/u;.  taiKj.  ìiììij).  ^'  '0-   '-  • 

«•  ]ier  la  formula  di  Lagrange , 

tang.  nnqj  =  u'  ^^|\.^  +  ^J  (/".,.  —  •'■.s-|)) 
,_,  e  x^  essemlo  gli  estremi  del  d,r  che  si  considera.  Si  dovrebbe 
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dunque  a  ciascun  du  sostituire  il  corrispondente  prodotto 
dx.u  (a?,  j  +  6  {Xg  —  a;,,-i))  ,  nia  noi  sappiamo  che  nella  forma- 
zione della  sommatoria,  il  cui  limite  dà  un  integrale,  il  punto  in 
cui  è  preso  il  valore  della  funzione  che  moltiplica  un  dx^  può 
essere  scelto  a  piacere  dentro  il  dx  mede.'^imo.  Pel  passaggio 
al  limite,  è  dunque  giusta  1'  eguaglianza  e). 

e)  Nello  stabilire  le  relazioni  a)  e  6),  ovvero  le  altre  a)  e 
h')  abbiamo  supposto  la  m  {x)  funzione  sempre  crescente  o  sem- 
pre decrescente. 

Questa  restrizione    può    essere    tolta.   Abbia  la  ?t  =  ìi  (x) 

dei  massimi  e  dei   minimi    in    numero    finito    in  a h,  nei 

punti  .r, , ./'., , r^j. 

Per  :r  nel  tratto  a ij,  si  ha  la  funzione  inversa  .r  =  .r^(u) 

con  u  variabile  da  u  {a)  ad  u  {.j\)  ;  nel   tratto  ./■, .r_,  si  ha 


l'altra  x  =  x.,{u)  con  n  variabile   tra  u{x^)  e  «  (xj    e  cosi  via; 
si  hanno  le  relazioni  (Fig.  13*). 


M  {x^) 


I  fi}*'  i''^))  '"'  {x)dx  =  J  f{u)d  u 

a  11  («) 

JV('*  (^))-  ^''(^)  dx  =  J 'f{ii)  d u 


n  {x^) 


u{X) 


J  f  (w  (•'•))•  «•'  («)•  dx  =  J'f  (m)  d  u  , 


U(Xp) 
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sommando  per  una  nota  proposizione  (pag.  54  e  55  Osserv.  V) 
si  ha 

.Y  u  (X) 

J  f(u  (x)).  u  {x)  dx  =  J  f  («)  (l  w  , 

a  u  (a) 

dove  K  è  un  punto  qualunque'  fra  a  e  h;  e  questa  è  precisa- 
mente la  relazione  h)  valida  anche  se  u  (ce)  ha  in    a A'  dei 

massimi  e  dei  minimi. 

Per  conseguenza,  se  si  ha  da  calcolare   un  integrale   de- 
finito 

ci 

J'f{ti)du 

e 

si  può,  in  posto  di  a.  porre  una  funzione  u  (x)  continua,  an- 
che con  un  numero  finito  di  massimi  e  di  minimi  e  con  deri- 
vata u{x)  generalmente  continua:  se  sono  a  e  h  due  valori  di 
x  pei  quali  u  (a:)  prende  rispettivamente  i  valori  e  e  d,  si 
ha  senz'  altro 

d  b 

jy{u)dH  =  J'f{uU)).  u'(x)  dx 


e  se  e 


verrà 


>l  (x)  =   f  f  (u {x))  il' (x) d X 


J  f{ic)du='l{b)-'lia). 

e 

Ma  si  domanda:  ottenuto, 
si  puh  da  esso  anche  in  (jiiesto  caso  dedurre  ■' 

rf(u)du? 

Dalla  w  =  «  (./•)  si   tragga  dunque  ./■  =  j'(?f)  espressione    a 
più  valori:  un'espressione  cioè,  che  per  i  valori  di  u  in  un  certo 
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tratto  ha  p.  es,  un  valore  unico,  per  i  valori  u  in  un  altro 
tratto  ha  due  valori  e  cosi  in  un  altro  tratto,  ne  ha  tre  o  più: 
sempre  però,  un  numero  finito. 

Per  fissare  le  idee,  suppongasi  precisamente  che  p.  es.  da 
a  a,  h  latt(.r)  cresca;  da  b  ed  e  decresca  come  vedesi  in  figu- 
ra 14^ 


Sia  il  (e)  >u{a):  ad  ogni  punto  u  compreso  tra  u[a)  e  u{e) 
corrisponde  un  unico  valore  di  ./',  .'\(w):  ad  ogni  u  compreso 
tra  u(e)  e  u{/))  ne  corrispondono  due  che  indicheremo  con 
./',  (w)  e  ■'■,{u):  questi  due  divengono  uguali  per  H  =  ò,e  il  va- 
lore u  (b)  è  un  massimo  per  la  ti  (.t). 

Ciò  presupposto,  sia,  come  si  è  detto, 

./•  =  X  (w) 

l'espressione  generale   che    si   ricava   risolvendo  in  a;  la   data 

equazione 

u  =  u  (./;)  : 

]a  quale  x(n)  non  sarà  dun(|ue  sempre  funzione  ad  un  unico 
valore  per  ogni  u,  come  ora  si  è  spiegato. 

Si  sostituisca  in  ò  (./•),  che  diverrà  così  '\i  (jr  {ti)\ 
Mostriamo    che   1'  espressione  'b  (x  {n)\  che  cosi  si  ottiene, 
è  funzione  di  w,  ad  un  sol  valore   per   ogni  «,  è  continua  e   ha 
per  derivata /(?<)  :   con  che  rimane   provato  che  essa  è  preci- 
samente r  integrale  indefinito 


J  f{u)du. 
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Che  la  'l(x(u))  è  ad  un  solo  valore  per  ogni  it,  basta  ve- 
derlo per  quegli  a  ai  quali  corrispondono  più  valori  ■/■:  giac- 
che se  ad  u  corrisponde  un  unico  .r,  allora  essendo  -J.  (a;)  fun- 
zione univoca  e  continua  di  x,  e  ./•  (u)  essendolo  pure  di  ii,  è 
evidente  che  lo  è  anche  'h(x(u)). 

Si  consideri  dunque  un  u  a  cui  corrispondono  .r,  e  .r,  :  si 
deve  far  vedere  che  è 

Si  osservi  che  in  questo  caso  tra  x^  e  x.^  (pag.  133)  vi  è  sicura- 
mente un  punto  b  in  cui  la  ic(.r)  raggiunge  il  massimo,  ovvero  il 
minimo. 

Dall'  essere 


si  trae 


e  di  qui 


ò  (^,)  -     'l  (a)  =  J  '/{u  (.e)),  re'  (x)  dx 

a 

X.. 

<j>  (xj  —  '{;  {a)  =  f  f{'i  {^v)).  n'  (x)  cìx 

a 


I 


Ma  è 

ff  (u  (./•)).  u'  (./■)  d.r  =J  y  (u  {..■)).  h!  (.f)  dx  +J  \f  («  {x)).  u  {x)  dx 

=  J/(H)r/u4-//(n).?«: 

ma  il  tratto  di  valori  »/,  da  n  (ce,)  a  n  (b)  coincide  col  tratto  da 
u  (x,)  a  u{b):  ivi  per  ogni  u  la  f(ii)  è  data  come  funzione  ad 
un  valore  e  quindi  è 

>l  (x„)  —  'l  (.r,)  =  o. 
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La  <\i  (x  («))  è  dunque  ad  un  sol  valore  per  ogni  «,  anche 
se  a  tale  valore  corrispondono  due  valori  di  ce.  E  poi  continua. 
Siano  M  e  li  +  h  due  valori  di  u  :  deve 

^  (x  (w  +  A))  -  .1  (a>  («)) 

tendere  a  zero  con  h,  qualunque  siano  i  valori  x  che  si  vogliono 
intendere  corrispondenti  ad  n  ed  u  +  ^*-  Poiché  dalle 

,r,  (.r,  (.6  +  h))  =  'l  {x.^  {u  +  h)) 


si  trae 


<];  (a-,  («  +  h))  ^  r[-  (oj,  (u))  =  'J.  (a-,  (n  +  //))  -  ']>  (^,  (w))  = 

e  .r  (lO   come  funzione  di  ìi.   nel  tratto  in    cui  esiste,    è  con- 
tinua, così  si  vede  che  sarà 

lim.    )  ò  (,/•  («  4-  //))  —  '1^  (x  (u))  i  =  o. 

Ha  poi  per  derivata /(«).  Si  consideri 
r]>  (x  {u  +  /Q)  —  >}.  (.T  (».))    _ 

esso  può  assumere,  a  seconda  del  valore  che  si   intenda  per  .x, 
una  delle  forme 

(I;  (ce,  (u  +  h))  -  >^  (ag,  («))  ^  (.x^  (^  +  A))  —  ^  (x^  (,,)) 

/i  '  h 

fl(x,_{u  +  h))  —  '!^{x,{u))  'l  (x^  (ti  +  /Q)  —  ^  (x,  ju)) 

h  '  h 

le  quali  coincidono  per  tutti  quegli  u  pei  quali  x^  e  .r,  coesistono. 
Ma  la  derivata  di 

(j,  (.x)  =  J  f(n  (.r)).  «'(aj)  (?a;, 
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se  per  x  s' intende  ad  es.  sostituiba  x^{\i)^  è 

f(iL{x)).n'{x).  -^-^=j\iC), 

che  è  dunque  il  limite  per  li  =  o  di  qualsiasi  dei  precedenti 
rapporti  incrementali;  e  cosi,  da  tutto  ciò  segue,  quanto  si 
è  enunciato  e   cioè,  che  trovato 

fh  [x]  =  I  f  Cu  (x)).  u'  (x)  dx  , 

se  in  esso  in  posto  di  x  si  mette  1'  espressione  x  (u),  che  si  ot- 
tiene risolvendo  la  u  =  ì((x):  o  anche  si  intende  con  x  (u)  una 
funzione  che  per  ogni  a  ha  uno  o  1'  altro  (è  indifferente)  dei 
valori  ,r  soddisfacenti  alla  u  =  u  (ce),  sicuramente  la  'l  (x  ii)^^  che 
cosi  resulta,  è  l' integrale  indefinito 

ff{u)du. 

Si  conclude  che,  quando  si  applica  ad  un  integrale  hidefinUo 

J  /(w)  du 

uìt  cangiamento  di  variahile^  mediante  la  posizione  u  =  u(x),  e  si 
trova 

la  condizione  che  la  n  =  u  (x)  sia  invertibile  è  superflua  nel  passag- 
gio dalla  '\  (a;)  alla  ^  Vx  (?t)j  =  /    /  (m)  d  u. 

La  invertibilità  invece  occorre  in  quest'altro  caso. 
Qualche  volta  per  la  determinazione  dell'  integrale 

j'f{u)du 

si  presta  opportuna  la  posizione  ./•=.;■  («)  :  se  x=-x{xC)  ammette 
una  funzione  inversa  u  =  H{.r)  ad  un  solo  valore,  allora  le 
considerazioni  già  esposte  ci  dicono  senz'  altro  che  è 


//(„)  du  =ff{u  (...)).  ■/  (.,)  d.r  =i"(^{;|)  d 


X 

U  —  Il  (x) 
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e  se  quest'ultimo  integrale  è  '{^  (a;),  sarà  <^(x(u))  l'integrale 
cercato,  che  può  servire  al  calcolo  di  qualsiasi  integrale  defi- 
nito della  f{u)  in  intervalli  opportuni. 

Ma  se  la  a?  =  x  (u)  non  è  invertibile  in  modo  unico  e  ad  es. 
ammetto,  almeno  per  un  certo  tratto  di  valori  x  due  funzioni 
inverse  u  =  ?<,  (;/)  e  ii  =  ii,^  (x-),  non  si  potrà  asserire  che  è 


ff'^"'^'^=jXy&}'" 


u,  (x) 
u„  (x) 

quando  nel  secoùdo  integrale  si  intenda  posta  per  u ,  indiffe- 
rentemente, r  una  0  l'altra  delle  funzioni  inverse  anzidette, 
giacché  la/(w),  che  per  dato  ha  un  unico  valore  per  ogni  k, 
non  lo  avrà  in  generale  del  pari  per  ambedue  i  valori  ll^  e  ?r, 
che  corrispondono  a  uno  stesso  r:  bisognerà  in  questo  caso 
adoperare,  a  seconda  dell'  intervallo,  o  1'  una  o  l'  altra  delle  due 
inverse. 

A  rendere  più  chiara  la  cosa,  si  considerino  due  funzioni 
j<  =  jtj  (./•)  e  w  =  ttj  r)  aventi  nello  stesso  intervallo  di  valori  ./• 
una  stessa  inverna  ./;  =  .r.(u). 

Si  potrà  cangiar  la  variabile  nell'  integrale 

/  /'  (u)  d  u 

valendosi  della  u  =  u^  (./),  ovvero  dell'  altra  zi  =  ?<,  (.r). 
Nel  primo  caso  si  avrà  : 

ff{u)  d  u  =  /  / («,  (./•)).  «/(.r)  d.r  =  '].,  (.r) 

nel  secondo 

J  /(u)  d  H  =J  '/{u,  (.r)).  u'.^  (x)  dx  =  -J.,  {X}  : 

se  in  ciascuna  delle  due  -!,  (./)  e  'L,  {.v)  si  pone  .7'  {n)  in  posto  di ./, 
si  ottengono  le  due 

che  manifestamente  non  si  possono  ritenere  uguali. 
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Ad  essere  precisi,  bisognerebbe  scrivere  nella  prima  ar  (u^) 
invece  di  j:{u),  nella  seconda  x-(jt,  :  allora  si  avrebbero  le  altre 

>:,  (x(m,ì)         e         V,  (■^•("j): 

quella  coinciderà  con   /  /(«)  du  per  un  certo  tratto  di  valori  u  : 

questa  per  un  altro  tratto. 

Del  resto,  se  la  u  (./)  che  si  prende  in  posto  di  ii ,  ha  la  de- 
rivata inferiore,  per  un  eerto  intervallo,  a  un  numero  finito  -4 
si  potrà  quando  si  voglia,  renderla  sempre  crescente  aggiun- 
gendole A.r  :  e  allora,  se  si  cangia  variabile,  ponendo  in  posto 
di  H 

Il  (x)  +  A.r 
si  avrà 

/  /  [a)  d  u  =  j  ■/  [ic  {j-  4-  Ax)  («'  {.r)  -\-  A)dx 

=  '1{X) 

e  la  u  (a-)  -j-  Ax  è  sicuramente  invertibile  m  modo  unico. 

11  successo  del  metodo  di  integrazione  per  sostituzione 
dipende  dalla  scelta  opportuna  della  tunzione  u  (.n  da  porsi  in 
posto  di  u:  e  per  questa  scelta  non  si  possono  dare  regole  gene- 
rali :  servono  utilmente  molti  e^^ercizi. 

Noi  avremo  occasione  di  applicare  spesso  il  metodo. 
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Vili. 


Integrazione  delle  funzioni  razionali. 


1.  a)  Servendoci  dei  metodi  esposti,  possiamo  ora  intra- 
prendere la  determinazione  degli  integrali  indefiniti  delle 
espressioni  razionali  e  di  alcune  irrazionali  più  semplici,  che 
più  frequentemente   si  presentano   nelle   questioni  elementari. 

La  determinazione  di  un  integrale  indefinito  di  una  fun- 
zione continua  o  generalmente  continua  (come  noi  consideriamo) 
consiste  nel  trovare  per  esso  un'espressione  contenente  un  numero 
finito  di  funzioni  già  note:  dimodoché  tale  determinazione  è 
in  certo  modo,  relativa  al  campo  conosciuto  di  queste  funzioni. 
Così,  al  momento  in  cui  non  si  conoscono  se  non  funzioni 
razionali,  non  sarà  possibile  dare  dell'  integrale 

/'  dx 

J      X 

alcuna  determinazione,  se  non  ([uella  che* è  insita  nella  nota- 
zione medesima. 

h)  Cominciamo    colle   espressioni   razionali.   Un'  espres- 
sione razionale  in  a?  è  intera  o  fratta. 
Se  è  intera  e  quindi  della  forma 

f{x)  =  a„  X'-  -+-  rt,  X'"    '  +  ....  4-  <f,,  _ .  ^-  +  a,, 

la  ricerca  deli'  integrale 


ff{x)d.c 
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è  presto  compiuta.  Si  ha 

-h  «„,  .  ,  J  :i-  d  X  +  a„,  fd  ./•  +  C 


X 


ci.  — .  -,  +  «,  ' — h  •  •  •  •  -+-  «-H  - ,  o  +  «„,  •'■  +  ^'; 

1  '  7U  i 


dimodoché  :  l'  iii'egraln  iadefinito  di  un  polinomio  razionale  e 
intero  in  x  è  un  nuovo  lìolinoraio  razionale  e  intero^  di  fp-ado  di 
lina  unità  pia  alto. 

Se  1'  espressione  /(./)  è  fratta,  sarà  riducibile  alla  forma 

dove  'f  (./■;  e  'L(j?)  sono  due  funzioni  razionali  e  intere  dei 
gradi  m  e  n.  Se  è  m  >  n  si  può,  eseguendo  la  divisione  di  's  (x) 
per  ']>  (.r)  trovare  la  parte  intera  Q  (./•)  del  quoziente  e  il  resto 
P{x)  di  grado  inferiore  a  '!/(a.):  in  modo  da  potere  scrivere 


e  allora  è 


J  '/(x)  d  X  =fQ  {J-)  dx  +  ff^^^^-  d  X  : 

I    Q(x)dx  rientra  nel   caso   precedente;   rimane   solo  che  ci 
occui)iamo  di 

e)  Consideriamo  })rima  alcuni  casi  semplici  e  precisamente 
(pielli  in  cui  il  denominatore  è  di  primo  o  di  secondo  grado. 
Sia  dunque 

.1/  M 

^^^-ax-^l 


"  ("  +  -a) 
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Si  ha 

se  è 

,    b  ^ 


Se  poi  è  a?  +  -  <  P  <  0  ,  allora  è  da  notarsi  clie  M  .r  -) —  j 

è  immaginario  ed  è  propriamente  li  —  x J  4-  2(A;-j-  1)^* 

con  A;    intero  :    dimodoché     prendendo    per    C   una    costante 

C\  — ■  (2  ^  -|-  1)  -  i,  si  avrà 

i  fipc)  dx=   -li  —  X )  +  ^'i  • 

Volendo  evitare  la  considerazione  dell'  immaginario,  si  os- 
servi che  se 6'  è  una  costante  tale  che  rende  sempre  C{x-{-     j  >o, 


si  ha 


<^-y 


6'    X-  +  -  .,•  + 


a 


Per  6'=  —  1  ,  resulta 


('+') 


b 
a 


donde 


fi 


';^T"^ì-('*'.)l*'- 
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valida  per 

Si  noti  ancora  che  per  x  = la  funzione  sotto  il  segno 

diviene  infinita  ;  ma  di  ciò  parleremo  più  innanzi. 
Sia  poi 


m=^J'^  +  ^ 


a./**  -{-  bx  -l-  e 


2a.  —  x-\-  b. b.^-{-  X 

ax'  -\-  bx  -{-  e 

N-b'^ 
M        -2ax-^b  2a 


2a      ax"^  -\-bx-\-c  a  x'^ -\~  b x -{- e 

epperò 


jy(x)dx  =  lilia.r^  +  bx-{-c)-\-(x-b/^)  /'-     ^"^ 


:r-\-bx-\-  e 


Siano  X.  = 


_ò-j- ^'6*  — 4ac  —h—s/b'  —  Aai 


2a  '      '~     ■  2n 

le  radici  reali  del  trinomio  ax-  -\-  bx-\-c. 
Si  ha  l'identità 


1 =__!__  f  _i L_] 

{x  —  x^)(x  —  x,)         x^  —  x,{x—x,        ^~^iS 


dond( 


a.r'  +  èx+c        a(x^~x^)  ^  x  —  x^         aj  — cc,^ 


AitZEtA.  —  Voi.   I. 


li 
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e  infine 

/^  dx  1  /'  0      dx  dx      1 

•J    ax--\-h.r-\-c        a{x^ — x^)  J    ^  x  —  x^         x  —  x^  ^ 

_  1  f       /2aa7  +  6  — y/è*  — 4ac\ 


e  infine 


MxJ{-N      ,        M 


/•     mx  -\-  i\  IVI  ^  IN, 

/  — i— ~  '  dx  —  —  l  (ai-   +  ice  +  e  + 


acc*  -f-  òx  -f-  e  2a 

6 


'^"a  ^^        /2ax+ò— i/6*  — 4ac  \ 
H _  l  ( I  4-  C 

v/è^  — 4ac       \2aie+Z*+»/ò«_4ac/ 


Qui  pure  è  da  tenersi  presente  che  per  i  valori  x^  e  ce,  la 
funzione  sotto  il  segno  integrale  diviene  infinita:  e  inoltre 
clie,  per  avere  al  secondo  membro  una  funzione  sempre  reale, 
occorre,  o  prendere  opportunamente  per  C  una  costante  imma- 
ginaria, ovvero  un  segno  conveniente  all'  espressione  affetta 
dal  segno  l. 

Se  x^  e  a?.,  sono  immaginari,  la  formula  precedente  è  pur 
valida,  giacche  l' immaginario  i  essendo  una  costante,  come 
già  nella  derivazione  cosi  anche  nell'  integrazione,  i  termini 
della  forma  id^  e  -\-  id  si  trattano  senz'altro  come  costanti.  Essa 
dà  l'integrale  espresso  per  immaginari:  si  può  evitare  l'ap- 
parire di  questi  osservando  che  è 

1    C  .1 

a  a;' -j- 6  ce  4- e  =  2-  )(2«  ^- +  ^)' +  4a  e  —  ò-^ 
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e  quindi 

dx  1      /'  dx 


,'  dx  ^     (" 

J    ax-  -i-hx4-c  ^  ^J    '(2a 


bx-}-c       éa-^    (2acc  +  6)*  +  4ac  — 6* 


==  .  are.  tang.  —  -  -|-  C 


8a^v/4ac —  b-  d^ac —  6" 

Se  poi  è  cCj  =  x^_ ,  si  ha 

ax'  -\-bx-\-  c  =  a{x  —  x^f 


eppero 

«-■     ax^ -\-bx-\-  e       a^   { 


.-  dx  1    ,'       dx       1  ._j 

■     ax^-{-bx-\-c       a^  (x^x\-  a  * 


a  \         laj 


Osservazione.  —  La  moltiplicità  delle  espressioni,  di  cui 
qui  si  ha  esempio  per  uno  stesso  integrale,  non  deve  far  na- 
scere dubbi  nella  mente  del  giovane  lettore.  Si  tenga  presente 
anche  per  ulteriori  occasioni,  che  le  funzioni  circolari  inverse 
e  le  funzioni  logaritmiche  si  riducono  le  une  alle  altre  me- 
diante le  note  formule 

1  ,        l+.r2 
arcAancj.x  =  -log.-^—^. 

log.  x=  2i.  are.  tang.  \  i.-z ì 

le  quali  possono  anche   essere   stabilite   col   solo  sussidio  del- 
l' Analisi  algebrica. 

d)  Trattiamo  anche  1'  altro  esempio 

J   (x—ar-^ 

dove  'f  (a)  è  una  funzione  intera  di  grado  n,  che  non  si  annulla 
per  x  =  a. 
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Si  sa  dall'  Algebra  che  si  può  scrivere 

's{x)='s  (a)  +  (^  -«).  'f'(«)  +  ^-^^-''f"(«)+  .- 

,    (se  — a)"    ,  ,  ,  , 

dimodoché 

—  »»i  +  1  —  »n  +  2 

(a?  —  a)      ,       ,,  ,      (x  —  a)     , 
'  ^  ^    —  w  +  1      '      '   ^  ^    —  ni  -f  2    ' 

—  ìli  +  n  +  l 


\n         —  m  -)-  ?i  -f- 1 


i-C 


se  è  m —  )i>  1. 

Se  invece  è  ni  —  u  =  l,    l'ultimo   integrale  sarà  l{.v  —  «), 
ovvero  l  (a  —  jr). 


Decomposizione  di  una  funzione  razionale  fratta 
in  frazioni  elementari. 

2.  «)  Per  procedere  ora  al  caso  generale  richiamiamo  qui 
dall'  Algebra  il  modo  di  decomporre  una  funzione  razionale 
fratta  in  frazioni  semplici. 

Sia  dunque 

la  '])  (cb)  =  0  abbia  le  radici 


ì 
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cogli  ordini  rispettivi  di  molteplicità 

X,     ,     K     ,     •••.     ,     >v 
tali  che  Àj-|-^^i+     ••••     +^v="  grado  di  ({/(j-). 
Si  ponga 

e  (J>,  {■y.^)  sarà  diverso  da  zero. 

La  frazione  ,   che   è  supposta  irriducibile,  potrà  sempjre 

decomporsi  in  due  pjarti  nel  modo  seguente  : 

<p(a:)_       A  tp^{x) 


4»  (.r)        (x  —  a,)'i        (ce  —  a^)^l-^  .  t^^(x) 

A  essendo  una  costante  e  's^  (x)  un  polinomio  intero. 
Invero,  è 

(p(x)  (f  (x) 

^  (a?)  ~{x  —  a,)'-i .  4.,  (x) 
e  qualunque  sia  A,  identicamente 

(^  —  a J>-i  4.,  (j-)        (.r  -  a,  )>•«  '^"  (a:  —  a,)'-.  ^^.Jx)  ' 

Affinchè  il  secondo  termine  del  secondo  membro  non 
contenga  nel  suo  denominatore  se  non  la  potenza  À^  —  1  al 
più  del  fattore  x  —  «j ,  è  necessario  e  sufficiente  che  il  nume- 
ratore 'f  (x)  —  A  <\>^  (./•)  si  annulli  per  a;  =  a, .  Poniamo  dunque 


donde 


(p(a,)  — ^'},(a,)  =  o 
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e  questo  valore  sarà  finito  e  differente  da  zero ,  perchè  'f  (aj 
e  t{>j(aj)  non  sono  nulli.  Prendendo  un  tale  valore  per  A  si 
può  dunque  porre 

rf(x)  —  A  (j^j  (J-)  =  (x  —  aj  'f  j  (x) 

con  'fj  (x)  di  grado  minore  del  maggiore  dei  due  di  ^  (x)  e 
(pj  (x),  e  se  ne  trae  appunto 

(];  (a;)    .    {X  -  a,)  ^   "^  (.e  —  a J>-i  .  (},,  (x) 

Ora  applicando  questa  stessa  formula  al  secondo  termine  del 
secondo  membro  si  avrà 

'fi  {^)         _        ^1       _, y^  (^) 


e  proseguendo 


(a;  —  a^)  fJ^^  (x)       x  —  a,  "^  <{;,  (.r) 

cpj  (ce),  'f,  (ce), ....  (p)^  (j-)  essendo  delle  funzioni  intere.  A,  A^, ....  4;,-» 
delle  costanti  finite  e  determinate,  delle  quali  è  da  notarsi 
che  se  -4  è  differente  da  zero,  le  altre  A^ ,  A., ,  ....  Ax  _i  possono 
anche  esser  nulle  perchè  qualcuno  dei  polinomi  9j(^0»?2(^)r 
....  (p).j  (x)  può  benissimo  essere  divisibile  per  ce  —  «j . 
Sommando,  si  ottiene 

y(^)^      ^       , A_    ,        ,  A-i   ,  nA^). 

«j;  (a;)       (a?  —  a,)^.        (a;  —  aj'«-i  "^  '■"  "^  a;  —  a,  "'"  ó,  (a)  ' 
si  ponga  ora 

']>,  (a;)  =  {x  —  a,)"'-2  ....  (.e  —  7.,.)'-'-=  G^  —  ct^)'-^ .  ']^,  (a;) 


I 
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e  si  operi  sulla  frazione  '^/'    /  come  si  è  fatto   sulla  ^^^^  :  si 

']>,  (x)  '}  (x) 

otterrà  un'  espressione  della  forma 

^^  (a.)        (X  —  a,)>.  '{.,  {x)        (x  —  a,)  '-^   "^  (.r  -  oc  J>.  - 1  "^  *  "  '  "  ^ 

X  —  a,  tj),  (ce) 

e  di  conseguenza 


ò  (a:-)       (x  —  a,)'i  "*"  (.i'  —  aj'i  "^  "^  ' " " '  "*~  i-  —  a, 


"^  (ce  —  a,) '2  "^  (ce  —  a,)'-2-i  "^  .e  —  a,  "^     ò,  (ce) 


^  ,  B^  ....  essendo  delle  costanti  determinate,  delle  quali  la 
prima  è  certo  differente  da  zero  e  z-,  +}^{x)  una  funzione 
intera. 

Così  continuando,  si  ha  infine 


H^)        (.'--a,)'.  ~^(.c-a,)'-.-^"^  ••••-^;c_a, 


_A_  + +  ^k.L 


+ 


"^  (a:  —  a,.)^»-  "^ "•".*•  —  a,. 

Questo  modo  di  decomposizione  d'  una  frazione  in  frazioni 
semplici  è  unico  ;  vale  a  dire ,  se  si  ammette  per  un  momento 
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che  una  stessa  frazione  ^-f^  possa  essere  espressa  nella  forma 


^_A_  .      +  Azi 


4. ^ u +  ^^-^  + 


+ 


{x  —  a,.)'-'-  oc  —  a,. 


e  anche  nell'  altra 


^      4.  I  A-i  , 

{x-ay-'^^ -T-^_a^-r 

+    ^'    + +  ^''=-^  + 

+ 

"^  (»;  — a^)'-''-  "^ ^  .T  —  a,.' 


le  due  forme  debbono  coincidere  termine  a  termine,  cioè 
dev'  essere  A==A'  ....  B  =  B\  ....  \^  =  \\  .... 

Suppongasi,  se  è  possibile,  che  sia  Xj  differente  da  X',  : 
ad  es.  Xj  >  X'^  . 

Dall'  identità  tra  le  due  espressioni   precedenti,  portando 

A 

riunendo  poi  in  un  solo  termine  quanto  cosi  si  trova  nel  se- 
condo membro  medesimo,  si  trae 


al  secondo  membro  tutti  i  termini  eccetto  il  primo  i- r^-    e 


donde 


A        _  6(3-) 

{x  —  aj^       {x  —  aj^  ~  '  j  X  (a?) 

A  =  {J  —  a  )  ^  - 
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b  e  y  indicando  dei  polinomi  interi  e  y  (,/)  non  essendo  divisibile 
per  X  —  a^. 

Ma  A  è  una  costante  :  il  secondo  membro  per  ,/■  =  a,  deve 
esser  nullo  :  quindi 

A  =  o 


il  che  produrrebbe  nella  prima  delle  due  precedenti  e.<pressioni, 

A 

la  mancanza  del  termine  rr-  ,  contro  il  supposto. 

(ce  —  aj^t 

E  dunque  Àj^X/  . 

Dopo  ciò  dovrà  essere  A  =  A'. 

Se  cosi  non  fosse,  si  trarrebbe 

A  — A'  _  e,(x) 


donde 


{x—y.;)\        (x—y.,y-^-^-/Jx) 


A-A=[x-a?^    ^^^^) 


6j  e  /j   essendo,  come  be'/.,  dei  polinomi  interi   e  y^  non  es- 
sendo divisibile  per  .r  —  a, . 

L'  eguaglianza  precedente  è  assurda,  perchè  A  —  A'  co- 
stante sarebbe  difiFerente  da  zero ,  mentre  per  ./;  =  a,  il  secondo 
membro  è  nullo. 

Si  conclude  cosi  che  i  primi  termini  delle  due  espressioni 
anzidette  sono  identici:  si  sopprimano:  rimarrà  l'identità  tra 
le  parti  rimanenti,  e  con  procedimento  analogo,  via  via  si  dimo- 
strerebbero identici ,  ciascuno  a  ciascuno ,  i  termini  susse- 
guenti. 

e)  Dimostrata  in  tal  modo  la  possibilità  della  decompo- 
sizione, è  anche  indicata  la  via  per  ottenerne  i  diversi  elemen- 
ti: e  cioè,  risoluta  l'equazione 

tj>  (ce)  =  0 
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si  avranno  le  radici  a^ ,  a, ,  —  ex,. ,  coi  respettivi  gradi  di   mol- 
teplicità X,,  X,,  X..:  dopo  di  che  si  avrà: 


Ottenuta  la  decomposizione 


y(à?)^       A A^ Ax,-i 

+  ^  + +^^ 

^   (ce  — a,)^-2    ^  ^  X  — a,_ 

+ •    • 

+ ^ + +   ^^^:^ 


se  ne  deduce  subito 


•'     tb(x)  ^    (x  —  a.  ri  '      «^ 


dx 


^(x)    '  «^    {x  —  aj^'i  "'      v/    a;  —  a, 
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dj'  ,  ,         ri  /  '        dj 


->-J  +  l  -1 

-A    .    -^^    +  ....  +  B,„_,    .    --^  + 

—  À2  +  1 

+  ^'  •  zìrii  + +  ^'=->  ^  ^•'•~'^> 

+ 

con  che  rimane  provato  che  l' integrale  indefinito  di  una  fun- 
zione razionale  fratta  bì  esprime  per  funzioni  razionali  fratte  e 
per  funzioni  logaritmiche. 

E  da  notarsi  che  i  valori  a,  a,  a,,  sono  punti  di  infinito 

70  Nel  caso  particolare  in  cui  è 

f^  (x)  =  {x  —  a)  {.r  —  l)....(x  —  l) 

a,  b,  ....  l  essendo  quantità  differenti:  si  avrà 

z(x)  A       ,       B  L 

(j^  (j")       ./;  —  a       r  —  h  x  —  l 

Anche  senza  richiamare  la  teoria  precedente,  si  determi- 
nano le  costanti  -4,  B,  L,  osservando  che  quella  equivale 

all'  altra 

che  deve  essere  un'  ident/ità.  ^    - 

Poiché  è 

.>(.)  =  (^-7^>4'(«)+.'-^%"(<.)  +  .... 


i 
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facendo  nella  precedente  ce  =  a ,  si  ottiene 


donde 


ma  ciò  che  sussiste   per  a  vale  qui  similmente  per  un'  altra 
qualsiasi  delle  radici  dell'equazione  <^(x)  =  o:  per  conseguenza 

e  così  resulta 

'^  (x)       f  (a) .  (x  -a)~^^'{b).{x-b)'^  ""  '^  f  (Z) .  {X  -  l)  ' 
Si  scriva 


o  anclie 

,  ,  ,  ,    ix-b){x  —  c)  ....  (.r-Z) 


+  ?(^) 


(a  —  i)  (a  —  e)   ....    (a  —  ?) 
(.e  —  a)  (a;  —  e)  ....  {x  —  l) 


(b  —  a)  (b  —  c)  ....   (b  —  l) 

+ 

(x  —  a)  (x  —  e)  —  (x  —  k) 


+  9(0 


{l  —  a){l  —  b)  ....  (^  — fc) 


L'  espressione  che  costituisce  qui  il  secondo   membro  as- 
sume rispettivamente  i  valori 


DECOMPOSIZIONE  DI  UNA  FUNZIONE  RAZIONALE  FRATTA,  ETC.       221 

per  ./=  a  ,  .r=b  i=L 

())  Questo  fatto  ci  offre  1'  occasione  di  notare  che  se  con 

Xq       ,       X^       ,       X^       ....       ,       X^^^ 

si  indicano  m  -|-  1  valori  arbitrari,  con 

"o     ,     M,     ,     u,     ....     u.,n 

altri  m-\-\  valori   pure  arbitrari,   1' espressione  analogamente 
composta 

(.e  —  a-j)  (x  —  a-,)  ....  {x  —  jg, J 

^^    {x  —Xo){x  —  .iQ  ....  {x  —  a?J 
*  (a;^  —  Xo)  (a?,  —  .r  J  ....  (.r,  —  ,z;,^) 

+        •  .  • 

^^        (■«  —  .rp)  {x  —  .f^   ....  (a;  —  x,^  _ ,) 

sarà  una  f unzione /(.r)  razionale  e  intera  di  grado  m  in  ./•  che 
prenderà  i  valori  ?(„  ,  u^  it,^   rispettivamente  per  x  =  x^  , 

■'•, ^^.• 

Essa  è  d'  altronde  1'  unica  funzione  razionalo  e  intera  di 
grado  m  sodisfacente  alla  condizione  ora  detta:  giacche  una 
funzione  di  grado  m  è  perfettamente  determinata,  se  deve  as- 
sumere valori  prestabiliti  a  piacere  per  m  -f- 1  valori  scelti 
comunque  per  la  variabile. 

h)  La  formula  di  decomposizione  della  funzione  razionale 
fratta  è  dimostrata  con  piena  generalità,  senza  alcuna  ipotesi 
particolare  sopra  i  coefficienti  delle  's{x)  e  ^{x):  ha  quindi,  cosi 
essa  come  l'altra  che  dà  l' integrale,  validità  affatto  generale. 

Noi  però  restringendoci  alla  considerazione  di  funzioni 
reali  tli  variabile  reale,  dovremo  supporre  reali  i  coefficienti 
delle  '^  (,r)  e  '^j{x)'.  e  in  tal  caso  1'  Algebra  ci  insegna  che  V  ot|u;ì- 
zione 
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può  benissimo  ancora  avere  radici  immaginarie ,  ma  queste 
sono  due  a  due  coniugate  :  dimodoché  il  secondo  membro 
della  relazione  precedente  contiene  degli  immaginari,  mentre 
per  x  reale,  è  certamente  tale  anche  l' integrale  che  vuoisi 
rappresentare. 

E  facile  infatti  verificare  che,  a  calcoli  compiuti,  gli  im- 
maginari spariscono. 

Sia  ttj  =  a  -j-  (3  i  coli'  ordine  di  molteplicità  Xj  :  vi  sarà 
a,  =  a  —  pi  collo    stesso    ordine  di  molteplicità  :    diciamo   di 

più  che  i  numeratori   A,A^^  ^>,-i    sono    rispettivamente 

coniugati    ai    corrispondenti   B,B^^  -^Xj-i;  giacché  basta 

senz'altro  osservare  che  questi  possono  anche  essere  espressi 
dalle  formule  medesime  che  danno  le  A  ,A  ,  etc.  quando  in 
esse  a 

si  sostituisca 

e  si  scambi  y.^  con  a., . 

Sono  dunque  numeri  complessi  coniugati 

A  B 


.{,  (.;) 


a.> 


(:c  —  a,)^t  (x  —  a,)^« 

A.  B. 


y.,  —  1 


(x  —  cf.^y■^  -  ^  {x  —  a,  )'•- 


La  somma  di  essi  è  dunque  reale.  Anche  gli  integrali 

resultano  complessi  coniugati  e  hanno  una  somma  reale. 
Quando  alla  parte  trascendente,  si  adoprerà  l'espressione 
dei  logaritmi  delle  quantità  immaginarie  e  così  se  è 

a,  =  a  -\~hi         ^À,- 1  =  P  -\-  Qi 
y.^  =  a  —  hi         B.  _i  =  P—Qi 
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SI  avrà 


log.  yr  —  a  —  hi  i=  ^  ìoff. 


i^r-ar  +  1/ 


-\-  i .  are.  tang. 


e  infine 

^;.,_T  log.  (./•  —  a,)  +  B,,^_x  log.  (:>:  —  aj  =  Plog. 


af  +  h' 


—  2  Q  are.  tang. 


Se  le  riduzioni  si   eseguiscono  direttamente   nella  somma 
delle  frazioni  che  rappresenta  -7— r-r  ,  si  a^-rà  ad  es.  : 


^.+ 


B 


{x  —  a  )'i        (.7"  —  a,)"'i 


_  A  X  —  aj>i  -f  B  (■/;  —  a^)s 
-        [(./■_  a,)  (r- a,)]' > 

A  (0?— aj'i  +  B  (x  —  aj'i 


dimodoché  infine  la  -^-7-^  si  verrà  a  decomporre  in  una  somma 
é{x) 

di  frazioni,  parte  delle  quali  hanno  denominatore  della  forma 

[{.v-af  +  h'Y 

e  per  numeratori,  dei  polinomi  in  x  razionali  e  interi:   parte 
hanno  denominatori  della  forma 

(.r  -  1)^1  : 

e  per  numeratori  delle  costanti. 

Ma  se  da  ciascuna  delle  frazioni  della  prima  forma  detta 
si  estrae  la  parte  intera  e  di  tutte  le  parti  intere  che  si  otten- 
gono si  fa  la  somma,  si  vede  che  questa  dovrà  risultare  nulla  : 

perchè   la  -^-^ ,  nel  caso  che  si  considera,  non  ha  parte  intera. 

Le  frazioni  i  cui  denominatori  sono  della  forma  [(.r  —  aV-j-ò']^, 
8Ì  ridurranno  ad  avere  per  numeratori  delle  funzioni  di  1"  grado. 


I 
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In  definitiva  si  avrà: 

y  (3c)  ^     Ax-\-  B A^x  -t-  B^  A).^-ix-\-By^.ì. 

^(x)  ~  [x—a'  +  b-Y^  "^  [(^x  —  af  +  h'f^-'  ^••■•~^\:r.  —  af  +  ìr 


nella  quale  ogni  elemento  è  reale. 

l)  A  siffatta  decomposizione  della  7-7—:  in  elementi  tutti 

'^  (.x) 

reali  si  può  pervenire,  senza  uso  di  rj^uantità  immaginarie,  ser- 
vendosi del  seguente  teorema. 

>Se  P    e    Q  sono   due  polinomi   interi   ^yrimi  tra  loro,   esistono 
sempre  due  altri  polinomi  M  e  N  tali  che  si  abbia  identicamente 


Infatti,  se  si  cerca  il  massimo  comun  divisore  fra  I'  e  Q, 
si  è  condotti  alle  operazioni  seguenti: 


^n  -  1  =  ^n^n  +  l  +  Rn+  1 

Rn+1  essendo  l'ultimo  resto,  vale  a  dire  una  costante. —  Di  qui 
resulta  che  se  R^  è  della  forma  XP  -j-  u.Q,  \  e  \l  essendo  dei  po- 
linomi, altrettanto  avviene  di  Ri+i:  ora  ciò  essendo  evidente 
per  R^  ,  ne  deriva  che  accadrà  lo  stesso  per  tutti  i  resti  succes- 
sivi e  in  particolare  per  Rn  ri  • 
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Sarà  cioè  : 
A  e  a  polinomi  razionali  e  interi  :  donde 

-n-n-fl  ■'•-«-1 

che  prova  il  teorema. 
Se  ne  trae 

P.Q       P^  Q 

e  [Xj  e   Àj   debbono    essere   di   gradi  rispettivamente    inferiori 
a  P  ,  Q. 

Se  si  considera  la  frazione  razionale  '  \^  si  avrà  dunque 

P  st 

z  (x)  [j-j  z  (x)        \^  'f  (r) 

PQ  ~      P      "^        'q~'  ' 

Se  si  ha 

'Hx)  =  P,P,  ....  P„, 
P,  ,  P, ,  ....  P,j  essendo  polinomi  primi  fra  loro  due  a  due  e 
si   considera   la  frazione    '—-^  ,  per   quanto   precede,   si   potrà 

scrivere 

?  (Jc)  ^  jii  _j 'f .  i-r) 

'1{X)        P^  "^P,P,....P,. 

P  P  ....  P         P  ~^  P  P  ....  P 

e  cosi  di  seguito,  il  che  conduce  alla  formula 

2  (x^  ')  'J.  'JL 

t  V'*-/   /j^  _|_    j_j       1  1       i  t» 

'L(.r)~P,  "^P,  "^■■••"^P. 

a,  ,  |JLj ,  'x„  essendo   dei    polinomi    razionali  e  interi:  e  se 

z  (x)  è  di  grado  minore  di  '1/(0»  ^i    potranno    pure   ridurre  i 

Arzklà.  —  Voi.  I.  15 
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{jLj  ,  [j-, ,  —  [j^,  di  gradi  rispettivamente  minori  di  Pj  ,  P^  ....  P^^  : 
giacche,  se  non  fossero,  si  estrarrebbero  le  parti  intere  dalle 
frazioni  componenti  il  secondo  membro  e  la  somma  di  tutte 
queste  parti  intere  dovrebbe  esser  nulla. 

E  anche  facile  vedere  che  la  decomposizione   precedente 
non   può    esser    fatta    che   in    un    modo    solo.    Invero ,    siano 
.   v„   un   secondo    sistema    di   polinomi   tali   che   si 


'1  y  'il 
abbia 


donde 


^(x)        P,^P,"^--"^P, 


+  --W^+  ••••  + 


V,, 


—  Vn 
P. 


si  moltiplichi  per  P^  :  per  ogni  radice  di  P, ,  dovrà  annul- 
larsi Vj  —  [j-j  e  perchè  questo  è  di  grado  minore  di  Pj ,  dovrà 
annullarsi  identicamente.  Similmente  dicasi  di  v.,  —  {j,.,, ....  v„  —  [j.„. 

Per  la  determinazione  effettiva  dei  polinomi  (j.^  ,  [}.^ ,  ....  {x„ 
si  potrà  anche  adoperare  il  metodo  dei  coefficienti  indeter- 
minati. 

Ciò  premesso,  si  sa  dall'Algebra  che  il  jDolinomio  '\){or)  si 
può  sempre  decomporre  in  un  prodotto  di  fattori  tutti  reali , 
parte  lineari  e  parte  di  secondo  grado,  corrispondenti  quelli 
alle  radici  reali,  questi  alle  coppie  di  radici  complesse  coniu- 
gate ;  in  modo  da  potere  scrivere 

^[x)  =  {{.r  —  ay-\-b'Y">[{j-  —  a)'  +  h'Yt  ....  (x—gY^r 

m^  j  m.,,  ....  m,.  essendo  i  rispettivi  gradi  di  molteplicità  delle 
radici. 

E  qui  applicabile  il  teorema  precedente:  il  quale  ci  dà 
subito  la  formula 

.  y(^)_  Wi^r)  \i,{x) .  jvM_ 

-*  ^  (x)       [{X  —  a)'  +  //J  '»'  "^  [{X  —  a')'  -f  &'*]"»-•  ~^""'^{x— gy^r 

con  jj.j(j')  ,  ]i.,{x) ,  ....  [j.,.(j)  podinomi  di  gradi  rispettivamente 
inferiori  a 

2mj     ,     2»n,     ....     ?»,. 
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Si    distinguano    nel    secondo    membro    le   due   specie    di 
frazioni. 

Per    quelle    della    forma    — ---  - —    si   osservi   che   si  può 
scrivere 


+ 

V 

—  i 

-•    \>'r'' 

-,.-i)(^) 

e 

quindi 

1 

'M^) 

(x- 

(9)     _^ 
■  gY^r        {x 

+  ..., 

.  +  - 

.ji,(— 1)(^) 

^x-gy-r- 

iC- 

—  5^ 

Per  le 

altre 

della  forma 

p-i  (x) 

[(x  — af +  6*]'"' 
si  osservi  che  si  ha,  eseguendo  la  divisione, 

[\  (^)  =  [(^  -  «)*  +  ^'l  Q,  (00)  +  ie.  (,r) 
donde 

[(j-  —  a)-  4-  6*J'».       [(x  —  af  +  ò']«^ -1  "^  [(j-  —  a)*  +  ò*]"'. 

e  i?j(j")  è  di  primo  grado. 

Analogamente  operando,  si  ha 


[(,/•  — a)- +  Z>']'"'~'        [(J-  — a)-  +  è-j"'.-2    '    '(,r_rt)^4-6«]m,-i 

con  i?.,  (ce)  di  primo  grado. 
Si  perviene  cosi  a  porre 

__JV(^)___= ?t(^) .    „^.(^)  .  4_ 

((a.-  —  riY  +  A^j  '".       [(r  —  a)*  +  i*  |  "'.       [(.r  —  a)'  +  h']  '".  - 1  "T"  •  '  *  •  -r 

,  ^»>u  («) 
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Mediante  una  decomposizione  simile  per  ciascuna  delle 
frazioni  componenti  il  secondo  membro  della  a)  si  ricade 
nella  formula  della  pag.  224. 

vi)  Se    per  l' integrazione    ci    si    vale    di    tale  formula, 
si  ha 

+ 

e  si  è  condotti  a  determinare  gli  integrali  dei  tipi 

..     At  +  B       ,      {•      ^      ,      r    a 


Questi  ultimi  due  sono  subito  trovati: 

r     Adx  ,     nd{x  —  r/.)         .    /•  x    ,.    ,, 

^  (x—  -jT  "■      {^'  —  ^-  - 

=  A 


{X  —  7.)**  "■         (2 

(.r  — a)-"  +  i 

71  +  1 


(VII,  24)  per  n  diverso  da  /. 
L'  altro  è  : 


.     r    dx           ,    rd  {x —  a)        .  -,     ,  . 

A    /   =  A  j  -^ '  =  Alog (.r  —  a.) 


Rimane  che  troviamo: 

r      ^  i^  -r  -"        , 

Si  ha  identicamente: 


Ax-\-  B 


Ax  +  B        ,         r      A{x—ol)       ,  ..      Acc-\-B 


2    I    Qjm^^' 
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Si  ponga 

donde 

2  (a;  —  a)  dx  =  dt 
e  quindi 


..  A.{x—-y)dx         .^Adt      A        <-"  +  • 


^-1  ;(j--^-r+:^^r"-"^  a 


2  — n+l  2(1  — n).  ;(J-— a)^  +  .V;"-^ 

Se  poi  è  71  =  1 

pA{x  —  ''j)dj-        A  ,       ,^,, 

J  (aTzr^'T?' =  2 '"^-'("^ -')+'"• 

Troviamo  1'  altro 

Si  faccia  a;  —  a  =  [ii  donde  cZa,-  =  ,3(:Zi  si  ha: 

.'  c^a?  »         ^ic?f  1  ,.       cZ< 

È 

.•       dt        _    .'(1 +<*— <';(/(_    -•         cZ<  '     t'- dt 

J  {i  +  tY ^  J  ""{i  +  <')"    "^ -  (i+t*)»^  ~  »'  (T+?r 

edt  Ir        2tdt 


(1+0"      2^'    "  (1  +  0" 
e  qui,  integrando  per  parti, 

,•      2tdt     _      ^   ,  '    2<  (Z^     ,        i'\  I      2t  dt     I 


I 
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e  poiché  è  : 


/a^.  =  i'a  +  '')-'"^a  +  '' 


—  «+  1 
resulta 


^ 1 /•     d< 


/•     2<c^t  _ ta  +  e)—+'       n  (1  + 1')- -       _ 


(n       l)(l+i7'-i  "^  n—U  (1 +  «*)"-» 
e  sostituendo: 

/»       dt       p        dt  1  /«       dt 

t t  2u— 3   /•        dt 

■^  (2w — 2) (1  +  ty-''  ~  (2«— 2)  (!  +  <*)«-'  +  2^1=2  J  (!  +  «*)«-» 

che  è  come  suol  dirsi  ?oia  formida  di  riduzione,  inquantochè  fa 
dipendere  1'  [--t— — jt^ dall'integrale  dello  stesso  tipo  /  ,   _  , 

nel  quale  però  1'  esponente  n  è  abbassato  di  una  unità. 

Coli'  uso  della  stessa  formula,  / 5 -,  sarà  ricondotto 

8-    /  ; — i — «v„   oO  così  via:  dimodoché  n  essendo  intero,  ci  si  ri- 

durra  infine  a   /  , — , — :,  =  are.  tana.  i. 
-'   1  +  ^'  ^ 

Così  è  compiuta  l' integrazione  di  qualsiasi  espressione  ra- 
zionale fratta  e  si  vede  che  l' integrale  indefinito  di  una  simile 
espressione  è,  in  generale,  una  nuova  espressione  razionale  fratta, 
con  aggiunta  eventuale  di  termini  contenenti  funzioni  logaritmiche  o 
trigonometHche  inverse. 

E  da  notarsi  che  tutto  il  procedimento  esposto  è  fondato 
sulla  risolvibilità  dell'equazione  -];(;/•)  =  0;  dimodoché  esso 
veramente  è  atto  a  indicarci  la  forma  dell'  integrale,  ma  la 
conoscenza  effettiva  di  questo  si  ha  solo  quando  si  conoscano 
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le  radici  della  •l[x)  =  0,  delle  quali,  come  è  ben  noto,  se  la 
'^  (x)  è  di  grado  superiore  al  4°,  non  è  possibile  in  generale, 
ottenere  la  determinazione  algebrica. 

Esempio.  —  Si  vogliano  determinare  gli  integrali 

,'       dx  ,'    dx 

Per  il  primo  di  questi  si  osserverà  che  in  base  a  quanto 
è  stato  stabilito,  si  può  scrivere 

1  A  B       .       C 


x{l~x^)        x^  l  —  x  '    1  +  .r 

e  le  costanti  A  ,  B  ,  C  possono  trovarsi  colle  formule  date 
precedentemente  e  anche,  colle  relazioni  che  provengono  dal 
metodo  dei  coefficienti  indeterminati,  e  cioè  ponendo  identica- 
mente 

^  ,1  —  x')  +  B  X  (1  +  x)  +  Ci»  (1  —  x)  =  1 

donde 

.4=1 

B-]-C=o 

—  A-{-B  —  C=o 

e  cosi  ^  =  1  ,  5=—  ,  C=  —  -y  : 
dimodoché 

x(l—x^)~  .-r  +  2    *    1  —  x        2  l  +  .r 

/'       dx  .'dxlr'dx  1     ,•   dx 

J  x{l—x')  ^  J  '^x^'^J  \~  X  ~~2     '  F-f^ 

fx(Ì  —  x')^  ^''^-  -^  —  "2  ^^-  ^^  ~  "''^  ~  ¥  ^''^'  (1  -f-  •»)  -^  <^ 

=  ^^^•-77^+^- 
VI  —  X 
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Pel   secoudo  integrale  poi,  per  semplificare,  si  osserverà 
che  è 

l—x'        (1— a;*)(l-f-a^')        2  ^1  — .^■- ^  1  +  a^V 
1  1        il        J___iJl  ^ 

~r     y1       '      I       I      ^1        O 


2       1  — ^-'4       i  +  a;'2       l+a-- 
doude 


.^    d  X  1     /'    d  X  ì      ^    d  X  1     /*    d  X 

J  137^^=  T  J  1  —  a  "^  T  .  ^  i  -f  .,.  "^  2"  -'  1  +  ,;- 

=  "4  %•  (1  +  'i  +  4"  %•  (1  —  -^O  +  9-  «'■<^- *«"5'- a^  +  C" 

=  log.  \'    ~^**^  +  -^  are.  tang.  x  -\-  C . 
'  1  — X         ^ 

Per  dare  idea  di  artifizi  speciali  che  abbreviano  i  calcoli, 
si  trovi  anche 

/•         dx 


Si  potrebbe  porre 


_   J-         _  __  ^  1     __ A ,  -I-  -  ^" 


+  - ^      +    "■     +■■■■+''" 

^  (^  +  a) "+  •  ^  (.;•  +  a)«   ^  ^  x-{-a 

e  determinate  le  costanti,  integrare  :  ma  è  più  semplice  pro- 
cedere come  segue. 
Si  ponga 

X  —  a 
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di  qui  SI  ha 

donde,  per  conseguenza 

^  (x»  — a')"  +  i       (2a)2"  +  i  *  J      yjn  +  i— ^■'.- 
Ora  è 

-^,  ■  A^  ....  essendo  dei  coefficienti  numerici  ben  noti. 
Scriveremo  anche 

donde  resulterà  "  * 

e  infine  \  .        /  r, 

/>(r^-lj2»  1/  1  \   ,      i\:     /  1     \ 

+àK:T:)--'C::)-l+....+-v.v(;-:)+<-. 

che  può  anche  ridursi  ad  altra  forma. 

Ancora,  sia  da  determinarsi  l' integrale 

/•(u.-*4-  1)0?  ce 
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La  scomposizione  del  denominatore  in  fattori  reali  dà 
x'  —  l  =  (x  —  l)  {X-  +  X  +  1)  : 
donde  si  ha  quella  della  frazione 

ce' 4-1  _  _jl       ,      Bx+C 

^3  _  1  ""  ce  —  1  ~'~  a*  +  «  +   1  ' 

A  ,  B  ,  C  indicando    delle   costanti   da  determinarsi.  Si  deve 
avere  identicamente 

aj*  +  1  =  ^  (03^  +  ce  +  1)  +  (.e  -  1)  {B  X  H-  C) 

e  però  dev'  essere 

la  seconda  frazione  parziale  si  riduce  cosi  alla  forma 

Bx-\-C    _1^       xj—  1      _1_      2.r  +  l     _  1^  1 

a.2  _|_  a;  +  1  ""  ¥*  ccM-  ^  +1  ~  6  'a-'  +  j'+l        2  -aj^  +  aj  +  l 

_  1       2x+l  1  1 

6  *  cc^  -)-  ce  -f- 


^   "G+i)+(VIJ 


Infine  è 

J    ce'  —  1 

=  ^L(x-l)+^lix--^x+l)-  -^      are.  tang.  -*  +     +  C. 
o  o  va  V  o 


Sia  da  trovarsi 

/»  ce"*  d  X 


dove  m  ,  u  indicano  numeri   interi   positivi.  Sono  da  distin- 
guersi due  casi. 
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Se  è  in^22>  -\-  ì  numero  dispari,  si  pone  -jc'  =  t ,  donde 

dt 
xdx=  —r  e  SI  ottiene 


,,  jp2p-i-l     (^  jj  1       p 


ti'  dt 


{i  +  x'r     2  j  (i-f-«)" 

r  integrale  del  2°  membro  rientra  nel  tipo  studiato  a  pag.  211, 
(n°.  d)  e  determinatolo,  rimane  solo  a  sostituire  in  esso  t  con  x^. 
Ad  es.  è 

.'   x^  d  X    1     ."     td  t  1     j'^   d  t  ^     r      ^  ^ 

J  {T^j^f^YJ  {i  +  tY^~2J  r+T~YJ  (1  +  0' 
=  l^'(-i  +  -^)  +  2(TT^)  +  ^- 

Se  è  m  =  2p  pari,  si  sviluppi  x-p  secondo  le  potenze  di 
1  -f-  .r*,  nel  modo  che  segue 

x^  =  {i-^:r-l)P={l-^xy^-(^^^yi  +  x-y-^  + 

allora,  se  è2p<n,  si  ha 

r'X^P.dx /n         dx  fl^\  /*  ^^ '"^ 

-'  (1  +  .r-)"  ""  ./  (i  +  x*y^^  ~\1  )J  (l  +  a;=)»-^  +  ^  "^ 

+  (^^^  r ^f^ .    +r_i)pr  /^iL_ 

^V^A^  (l  +  x*)»-i>  +  -        ••••-^^      ^^  J  (l+a;'r 

e  gli  integrali  del  2°  membro  rientrano  tutti  nel  tipo  studiato 
a  pag.  229. 
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Differenziali  irrazionali. 

2.  a)  Ci  limiteremo  alla  considerazione  delle  forme  più 
semplici. 

Sia  /  il  simbolo  di  un'  espressione  razionale ,  cioè,  di  un 
•certo  complesso  di  operazioni  razionali  :  dimodoché  la  scrit- 
tura 

^>'''\cx+dj'      '      \cx+dj'"' .» 

rappresenta  un'  espressione  che  contiene  gli  argomenti 
/ax  +  b\L  /aa+è\l 

messi  in  evidenza  dentro  la  parentesi,  soggetti  a  sole  opera- 
zioni razionali. 

Quale  funzione  della  ,r  la  /  però,  come  si  vede,  è  irra- 
zionale  e   il  differenziale  f  \x  ,  (  — .  -,  J^  ,  :dx   sarà   un 

■^  (    *  \cx-\-d/      '         ^ 

difterenziale  irrazionale. 


u  e 
m^,  m^,  —  sono  numeri  interi  qualunqìie^  V  integrale 


Se   a,  b,  e,  d,   sono   costanti  tali  che  sia   ad-    bc      0  ed 


^)        //l-fr^ì:)^' ••■•;"■ 


^  riducibile,  mediante  una  semplice  sostituzione  razionale,  a  quello 
di  un  differenziale  razionale. 

Sia  [j.  il  minimo  comune  multiplo  dei  numeri  m^ ,  m^, et 

lina  nuova  variabile  di  integrazione  :  basta  porre  : 

ax4-  b 

'      —  {•■ 

co?  -f-  fZ 
"Cioè 

_dtf  —b 


donde 


DIFFERENZIALI    IIIUAZIOXALI  237 


d  r  =  "--^  ~ -T.— -  •  d  t 

{a  —  cV')' 


e  sostituendo,  l'integrale  1)  diviene: 

t-.^dt^  —h      IL        il  ,       (ad  — he)     , 

/     7       IX    rj-S^  t"  —  h      JL        IL 

=  U.  (a« oc)     I    f] ,    t>n,    ,    t'iU     ., 


[cZi 


e  qui   sotto   il  segno     /  ,  vi  è   un'  espressione   evidentemente 

razionale  in  t,  perchè  -=-   -^  sono  dei  numeri  interi. 

Trovato  quest'ultimo  integrale  's{t)  si  ritrova  l'integrale  1) 
mediante  la  sostituzione  inversa 


\cx-{-dJ 


Esempio  1).  Neil'  integrale 


/  *  v  i'  '  d  X 


si  tratta  di  una  funzione  razionale  di    \/  .r ,  ponendo 
./:  =  y''         donde         d  x  =  lò  y'  d  y 


e  si  trova 


ora  e 


^\/ x.dx ^^  r/_([y 


/-l       -^  ^^^3(^-1)       3{y^-^y+l)^ 


238  DIFFERENZIALI    IRRAZIONALI 


quindi 


ff4^j  =  Ì  +  ì  +  jny-l)-^Hy'  +  ,+  i)^ 


-\ 7=1  are.  tana.  —^-^ (-  C 


..  \/xj^x  ^  g  r  V  x^       V  ac_      J^  (Va;  —  1)' 

*^   V^-1  L"'5     "^     2     +6^-V^  +  V^-l 

V  2     J 


H -:^  are.  tana.  2  —  "^    "— ^  1  +  0. 


2).  Per  r  integrale 


>^       dx 

^    Xy)/  1  X 

«i  ponga  1 — 3c  =  r/%  donde  x^l  —  y^  ,  (?a'  =  —  3y*dy:  si  ha 
allora 

^  x\/V^x  ^/  — 1 


=  U3/-l)-Ì-^-(2/'+2/+l)  + 


23/ -H 


-f-  V  3  .  a7'c.  (an^.   -  -r-^ — f~  ^ 
V  3 


2Vr=^  +  i  ,  ^ 


-f-  a/  3  .  «?*c.  tang. 

\/  3 
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3.)  Per  la  determinazione  dell'  integrale 


/v 


1  —  X  dx 

1  -\-  X     '       X 


è  da  usarsi  la  sostituzione 

1— a; 
1+a; 


y 


con  che  è 


Si  ha 


dx 


=  1         ^ ; +  2  are.  far?»/.  \  r-, h  C". 

V'l  +  ;r+  Vi— a;  ^  1  +  .r 


6)  Un  altro  tipo  di  differenziali  irrazionali,  che  si  ri- 
ducono a  essere  razionali  con  una  semplice  sostituzione  sono 
quelli  della  forma 


f{.r  ,  Va.x*  -{-h.r-\-  x)d.r 

dove  /  è  pur  sempre  simbolo  di  espressione  razionale  applicata 
ai  due  argomenti  ce  e  \/  nx^ -\-hx-\-c. 

Vediamo  come  ciò  si  faccia. 

Anzitutto  osserviamo  che  se  R  (./)  indica  un  polinomio 
razionale  e  intero  di  un  certo  grado  m  e  f{.r  ^  \/B{x))  è 
un'espressione  che  contiene  razionalmente  x  e  V/2(a')j  si  può 
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sempre  scriverla  come  quoziente  di  due  polinomi  razionali  ed 
interi  rispetto  a  a;  e  -s/7?(.r), 

P{x  ,  VE(x)) 
Q(x  ,  VR{xfj 

e  cioè  scrivendo  per  disteso  P  e  Q  ordinati  secondo  le  potenze 
di   \/  R{x) ,  si  avrà  : 


dove  le  ^1  e  le  B  sono  costanti  ovvero  funzioni  razionali  e 
intere  di  j"  :  ^  e  5'  sono  i  gradi  rispettivi  dei  polinomi  P  e  Q 
rispetto  a  Vrìì^, 

Se  s  è  pari  2g  si  ha  : 

(v'~Rix)y = {s/Wxf = ^V)'  )• 

Se  s  è  dispari  2(7  -f-  1 

nel  numeratore  e  denominatore  della  /(a?,  \/ -KCrìJ  si  possono 
raccogliere  in  un  solo  i  termini  che  a  riduzioni  fatte  non 
contengono  più  \/  R{.r)  e  in  un  solo  quelli  che  lo  contengono 
ancora  e  si  otterrà 


f(x,^/R(x))  = ^ ^ ^^ 


dove  -V,  JV,  M'  N'  sono  funzioni  razionali  ed  intere  di  r. 
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Di  qui  si  trae 


/r-.    y-^T;.^_\M+N^R{x)\\M'-NWR{x)\_ 

\MM'  —  NN'  R(x)\  +  VRTx)\^^M'—  A'^V 


M^  —  X^Rix) 

S  e  T  essendo  funzioni  razionali  in  x. 
Anche  si  può  scrivere  : 

f{x ,^/ R{x))  =S^ ^Lr-     dove  è     T,  =  T.  R{.r), 

\/  R  (x) 

cosi  si  ha  infine: 

a)      fyij- ,  \/'R{po)dx=  rs.dx-\-  r  —d^ 

^  "^    \/  R{x) 

e)  Degli  integrali  del  2°  membro  il  primo  rientra  nel  tipo 
già  studiato  precedentemente  :  rimane  che  ci  occupiamo  del 
secondo  limitandoci,  come  s'  è  detto,  al  caso  che  sia 

R  (x)  =  a  x'-\-  b  X  -{-  e. 

La  funzione  razionale  7",  ,    nel  caso    più    generale,  potrà 

contenere  una  parte  intera  G  (x)  e  una  parte  fratta  e  irridu- 

.    .      's  (x) 
cibile  '     ,  :  dimodoché  la  determinazione  dell'  integrale 
?  "•'') 

T.dx 


I 


\''  R{x) 
è  ricondotta  a  cjuella  dei  due 

C-^M^    dx      e       n^-"^         ^"L     ' 

Abzelà.  —  Voi.  I. 
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ora  questi  si  possono  far  dipendere  dall'  unico  integrale 

dx 


f 


V  R(x) 


Per  ridurre  il  primo  serve  la  seguente  proposizione  :  se 
G  (x)  è  un  lyolinomio  razionale  e  intero,  si  imo  sempre,  in  un 
modo  solo,  determinare  una  funzione  intera  G,  (x)  di  grado  m  —  1 
e  una  costante  A  ,  così  che  sia  identicamente 

vr{x)  ■      i  'y  vr{x) 

Questa  identità  invero  equivale  all'  altra 

Ve  X)  '^  '         ^\/  B{x)       \  R{x) 

ovvero  alla 

G  {X)  ==  G\  (a-)  (a  .r  +  6  .x  +  cj  +  G,  (,r)  .(^ax+^^+A. 

Se  si  eguagliano  qui  i  coefficienti  delle  stesse  potenze  di 
X  nei  due  membri,  si  ottengono  «i  -j-  1  equazioni  lineari  ne- 
cessarie e  sufficienti  alla  determinazione  univoca  degli  m  coef- 
ficienti indeterminati  di  G^  {x)  e  della  costante  A. 

Se  se  si  scrive 

G^^(a;)  =  a,.T'"-i  +  a.,»:'"--+   ....  +  a,„  , 
ed  è 

G  (ce)  =  a^  .r"'  +  o,  .1'"  -  2  +  ....  +  a,n  + 1 

si  dovrà  avere 

a,a;'"'  +  a,.r'"-2+   ....  J^  a,n  +  i  =  \{m  -  l)'x,x-'--  -\-  ....  + 

+  a,„_i|(a.r*  +  6.r  +  c)  + 
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donde  le  equazioni 

a^  =  (771  —  1)  a,  rt  -{-  a  a^ 


«.,  =  (w  —  1)  a,  ^  -f"  {m  —  2)  a^  a  -f-  a,  -^ 


«m  +  1  =  =^m  -  1  C  +  a,;j  .  Y  -A 

ohe  servono  a  darci 

7-,  ,  7.,,  ....  a„,  e  ^ 

come  si  è  detto. 

Trovato  così  il  polinomio  G^(x)  e  la  ^,  si  avrà 

f.lM-.dx=G(x)V'R(x)  +  ^  f   /=  • 
J  VR{x)  '  J  VR{x) 

Quanto  al  secondo  integrale    /   ^~—- .  -^^^=_  si  scomporrà 

^    ^(^)    Vi? (ce) 

la  frazione  ^  "      in  frazioni  parziali   e  con  ciò  l'integrale  in 
altri  più  semplici,  che  apparterranno  ai  tipi 

/i        dx  r    ^         ^' 

Ix^^)  Vr{x)      '     J  (•?■— a)'"  V'i?(.r) 

o  anche,  a  seconda  della  decomposizione  ottenuta  per  la  ^-~ , 

al  tipo 

/»       mx  -\-  n  dx 


Mostriamo  che  l' integrale 

>       1 

{x  —  a)  "  '  V  R  (X) 


/l  d  X 

(i"— a)  " 
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può  sempre  ricondursi  al  primo 

/-^     ^  dx 

J  r  — a'  v'R~{^) 

mediante  la  proposizione  :  è  sempre  possibile,  e  in  un  modo  solo, 
determinare  una  funzione  intera  G^  (x)  dì  grado  n  —  2  e  una  co- 
stante A  tale  che  sia  identicamente 


A 


_  ^G,ix).VRix)} 


(a;  — a)"   *  V B{ai)  ""  '  i    (x-  — a)"-'    ò       {x  —  a.)  ^^R(x)  ' 

Invero  questa  eguaglianza  equivale  all'altra 

^a^^ar-i^G\  (x)  VbJx)  +  G,  (x)  .  |-^^^| 
1  1  2VR(;x)d 


(71  —  1)  .  C?,  (a;)  a/^c)  .  {X  —  a)"  "^ 


+ 


(ce— a)  V  R{:x) 
ovvero 

1  =  (:r  -  a)  V(y',  {X)  R  {X)  +  G.  (.r)  .  (^a  J'  +  |-^) 

—  (w  —  1)  G^  {X) R (x)  .-\-A{x  —  a)"- 1 
e  se  si  pone 

(?,(cc)  =  a,x"-2+  ....  +a„_i 

eguagliando  i  coefficienti  delle  potenze  eguali  nei  due  membri 
si  hanno  ?i  -f-  1  equazioni  lineari,  delle  quali  la  prima  è  iden- 
tica, e  che  valgono  a  determinare  le  n  indeterminate 

a,  ,  a^  ,  ....  o.n-1  ,  A. 
Si  avrà,  in  conseguenza  di  ciò, 

r      1  _^dx^^G^ixlWM^  ^ dx 

J  (x  —  ar' Vl^)         {x—ar-'     ~^      J  {x  —  a)VEix) 
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Ora  r  integrale 

t)VR(x) 


/d  X 
(X  —  a)  VR(t) 


si  può  ridurre  al  primo 

.-     d  X 

J  VR{x) 
Si  scriva 

ax^  -i-bx  -\-  c  =  a  (x  —  a)'  +  b'  (x  —  a)  +  e' 

e  il  confronto  dei  coefficienti  dà 

a  =  a 

b  =  —  2y.a'-{-b' 

i    '  l'I' 

c  =  y.  a  —  a6  -j-  e 

cioè 

b'  =  2y.a-hb 

e'  =  a  y.'  -{-  b  y.  -\-  e  ^  0 

se  a  non  è  radice  di  R  (x)  =  o  . 
Allora  diviene 

/d  X  ^  d  X 

(ce  —  a)  V  R  ix)  ~J  (ce  —  a)  \^  a' (x  ~  a)'  +  è'  (x  —  »)  +  e 

e  posto 

X  —  a  =  —     donde     dx  =  —     ,- 
t  f 

dt_ 
.->  dx  _  _  (^  T 

.'  7  \  TT  +  Y  +  e 

r*  d  t 
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che    è    precisamente    del    tipo   voluto.    Tutta   la   questione    è 
dunque  infine  ridotta  a  determinare 

/dx 
^^  a  x"'  -\- b  X -\-  e 

E  però  da  notarsi  che  se  le  radici  a  sono  immaginarie^ 
il  calcolo  viene  complicato  di  immaginari,  i  quali  però  nel- 
r  espressione  finale  dell'  integrale 

,-.  's  (x)  d  X 

dovranno  sparire. 

Se  si  vuole  evitare  la  comparsa  di  questi  immaginari^ 
allora  bisognerà  saper  determinare  l'altro  integrale  del  tipo 


A 


m X  -h  )i  dx 


Per  brevità,  tralasciamo  questa  ricerca. 
d)  Dobbiamo  dunque  occuparci  della  determinazione  del- 
l' integrale 

dx 


J  V ax' 


^-hx-\-c 


1°  Sia  a'^0 .  Si  noti  che  in  tal  caso  il  trinomio 
ax^ -\-hx-\-  e  ha,  per  ogni  valore  reale  di  ./•,  un  valore  positivo 
se  le  sue  radici  ic,  e  j",  sono  immaginarie;  ha  egualmente  un 

valore  positivo  per  ogni  valore  x  esterno  all'intervallo  x^ j", 

se  queste  sono  reali  e  diseguali,  ovvero  anche  se  sono  eguali, 
senonchè   allora  l' intervallo    si    riduce    ad    un   punto.   Questa 
osservazione  è  fatta  per  indicare  in  quali  intervalli  deve  va- 
riare la  ,/•,  affinchè  VR(x)  abbia  un  valore  reale. 
Ciò  premesso  si  ponga  : 

a  .'•'  -f  ò  y  -f  e  =  a  (,/;  -{- 1)- 

cioè 

at*  —  e 

X 


b  —  2at 
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\/  a:r  -i-b  x-{-  c  —  x  \/  a 

va 

e 

'2a(— a«*  +  6<  — e)    , 
{h  —  'ìatf  ' 

osservando  poi  che  è  : 

/ — i — r~7 1 —  ' — /      1     V  / at'-^ht  —  e 

V  aiC*  +  ò,/-4-c==  V    a(.c-\-t)=Va.  —  ,       ^ 

6  —  lat 

sostituendo  si  otterrà  : 

r dx  =9y/-  r^±_^ 

-'    \^  ax*  +  bx-^c    .   "  J   b—2at 

2\a'/-2a£^«  1,       ^-       ^-.^ 

1     ,       V,       ^     \'  ax^-\-bx-\-c  —  xVa)    ■    ,, 
=  —      —  log.  \b  —  2a ' y-L^ \  -r  ^ 

V  a  '  Va  ^ 

= ^^  ^  log.  \b-\-2  a  x  —  2  n    «    .    n  '  a  .r*  -{-hx -\-c[  ■{-  C. 

\    a  ì  ^ 

Se  si  osserva  poi  che  : 


]h-\-2ax  —  2\    a\  ax--^bx-\-cìl  b-{-2ax-{-2\  ax^-\-bx-\-c{  = 

=  6*  —  4  a  e  =  cost  : 
si  vede  che  è  : 


log.  ,b-\-2a.r  —  2  \    a    .    \    ax^ -^bx-\-  c{  = 


=  —  log.  ;  ò  +  2  a .<•  -f  2  \    a  \    a.v* -^bx-^-c[ -^  C^ 
e  (juindi  si  può  anche  scrivere  : 
,»  dx  

=     .—  log.]b-\-2ax-\-2\  a\  a.v--\-bx-^c[  -\-  C^ 
\    a 
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/ 


Sommando  le  due  formule  qui  ottenute 
dx 


's/  ax*-{-hx-^  e 


1       ,      h  +  2ax-\-2\^  a  V  ax'  +  hx+c       ^ 

\r  ,—  loq. ,= — -j^^— — ^  4-  C. 

2  A/a     "^  h-\-2ax  —  'lV  a  \^  ax'-irhx-^c 


Se  è  a=l  ,  b  =  0 


^     dx      _'  —  log,(2x—2Vx'^c)  =  —  log.{x—^^x*~c)-i-C^ 

2°  Sia   a<CO.    Il    trinomio   ax^  -\-  b  x  +  e   avrà   valore 
positivo  solo  per  x  compreso  tra  x^  e  x,^ ,  quando  queste  sieno 
reali  o  diseguali  :  se  ciò  non  è,  non  esisterà  un  intervallo  di 
valori  X  che  rendano  ax*  -\-  bx  -\-  c'^0. 
Si  ponga  allora: 

^=i?i  =  ««      (x^>x;). 

ce,  —  X 
Di  qui  si  trae 

^  1  +  t'       '  x^  —  x 

2t{x,  —  x^) 

tì  a:'  4-  ò  a;  +  e  =  a  (a;  —  x^)  (x  —  x^)  =  —  a  {x  —  j-,)  (x^  —  x) 

=  —  a ^  te,  —  xr 

X,  —  ce  ^  * 

=  —  a  t*  (ic,  —  x)"' 
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eppero 


V  ax--\-bT-\-c=  V  —  a  .     -       .'  t . 

1  -f-  t 


Sostituendo  : 


C',— -.^dx  =  \    - 


.  2  td  t 

1  +  r 


e  l'espressione  sotto  il  segno  integrale  qui  è  razionale. 
Semplificando 

r  d^  2        ^    dt  2  .        .  X    n 


V 


-T-^^  are.  fajio.  A/ +  C 


2  /  \     6  +  2a.c4-A/6'  — 4ac      ;    ,   ^ 

V  —  a  y      (  — (6  +  2a^)+A/6-  — 4ac^ 

Se  è  a  =  —  1  1  =  0  (e  sarà  certo  ^  0) 

r      '^^  o         .  /  \—x-{-v"^  /       ^ 

I      ,  =  À  are.  tana,  t  /     \ — ^  v  ~r  ^  • 

J   Vc  —  x'  V      I    x+V  e      ^ 

Osservazione  1=\  Avendo  di  mira  le  applicazioni  nel  campo 
delle  quantità  reali,  abbiamo  qui  distinto  i  due  casi  di  a  ^  o 
e  a<^o  appunto  per  aver  in  ciascun  caso  un'  espressione 
reale  dell'  integrale  ;  ma  è  bene  notare  che,  se  non  si  ha  il 
proposito  di  evitare  gli  immaginari,  si  può  riguardare  1'  una 
o  r  altra  delle  espressioni  trovate,  come  valida  in  ogni  caso. 
Come  si  è  detto  a  pag.  211  le  funzioni  logaritmitiche  e  le 
funzioni  circolari  inverse  si  riducono  le  une  alle  altre. 

Esempi  :  1°  Si  voglia  determinare  l' integrale 

/dx 


-\-bx-\-  e 
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Si  pone 

z 
con  che  si  ottiene 

dx  dz 


^Vax*-i-bx-fc  o     1    4/        1     .    ,   1 


e 

Z       "  z      '         z 


d 


Va-\-bz-\-cz^ 
e  quindi  per  e  ^  0 

f    y-    /,\ =  -j=  %.  f  ò  +  2  e  z  +  2  s/c\/cz'  +  bz-\-a} 

per  c<Co 


/dz 


cz^  -\-bz-\-  a 


2  4/    6_l2cz+a/6-  — 4ca       ,   ^, 

are.  <a/<(7.  V ■ ■ ,  4-  C 

a/  — e  ^  — (Z^  +  2cs)h-a/6-  — 4ca   ' 


e  infine 

dx 


per  e  >  0:  invece,  per  e  <  0 

/.  cZx  

^   X  V  ax*  -{-bx  -\-  e 

2  ^  /òaj  +  2c4  .rV^è'  — 4ac 

=    -, are.  tana.  \/ -_     ,  .  • 

V  —  e  ~  — (òa:  +  2c)  +  a:V6'— 4ac 
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Cosi  è 

2\ 

f 

dx 

,  /         ,     /- 

\ 

Vx(2b-\-i 

dx 

t{2b  —  x) 

=  2  are.  tang.  \/  - 

'(2b-i- 

-\-c. 

+  c 

3^ 

'.  —  2b 

X 

40 

La 

riduzione 

1 

dell'  integrale 
r>        mx-\-  il 

dx 

^   \^ ax^ -\-hx-\-c 
air  integrale 

dx 


-{-  òcc-j-c 

si  sa  fare  col  metodo  generale  indicato  a  pag.  (241  e  242),  ma 
qui  si  può  ottenere  subito  esprimendo  m  x-\-n  per  la  derivata 
di  ax^ -{-bx-^c:  scrivendo  cioè 

m   /         .     b\        mb 
'^"  +  ^^=^(,"=^+2-;-2a+'^ 

—  mb 


»i  /         ,     h\       2an  — 

=  —  («^4-9-)+         o 
a  \  2  y  2  a 


e  m  conseguenza 
r       {mx  +  n)  m      .    y^        2) 

I    —r-z ^r:r : r  .  dx=  /       -    ^ -     --    .  d  X  -\- 

^    Vax*-\-bx-\-c  "■  ^    Vax*-\-hx+c 

2an  —  mb    ,»  d  x 


+ 


-^-    f 


2  a        J   a/^  r»_|_5jc_|.c 


in       -  - ,— r-5 ; —    ,    2  a  «  —  mb    ,y  du 


-i-bx  +  c 
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5°.  Trovare 

J  '^  ax*-{-hx-{-c  .dx  . 

Esso  è 

ax*  -\-hx-\-c 


V  a  X' 


dx 


-{-hx-\-c 
tì  secondo  il  metodo  indicato  a  pag.  (241)  si  porrà 

-^^^-P^==D,'S{A^+B)^^  ax'  +  hx  +  ^  + 
V  ax^  -\-hx-\-c  1  0 

'^y  ax^  -\-hx-{-c 

A,  B  e  C  costanti  da  determinarsi. 

Si  ha,  eseguendo  la  derivazione  e  moltiplicando, 

aT:'-\-h.r-\-c  =  A{ax''-+hx  +  c)  +  {Ax-\-B)(ax-{-^  4-  C\ 

donde 

a  =  2a  A 

b  =  ~A  +  aB 


e  di  qui 


c  =  cA  +  ^B  +  C 


2      '  4a     '  2a 


infine 

è 

^ .  «•^  +  2 

I  Vax* -^bx4-c.  dx^      „        •  A^a .r  +  ò .r  +  e  + 


2  a        J  a/^«_l  Ja?" 


+  6a?  +  e 


DIFFERENZIALI    IRRAZIONALI  253 

6.°  È 

/dx  r  d{x-\-l) 

(X  +  r"^  1  —  y-  "  j  X  -f  1)  \/2(^  +  i)— (x  +  i)* 

se  si  fa  X  -|-  1  =  —  j 

^   V  2t  —  l 


X 


Vi 

eia; 


/  • ^ =  i/-!:^  4-  e 

-^   (ce  4-  1)  ^  V  —  1        ^   X  +  1  "^ 

J  (i_^)v/r::.,-«     \nirf  +  ^ 
r ^ =  -\/^n  ,  ^ 

J  {x  —  1)  \^x''  —  1  ^  ce  —  1 

7.°  Per  la  determinazione  dell'integrale 
^.  eia; 

J  (T+T^fvr^^« 
dove  è  s  J  1 ,  si  può,    in   base    alla  proposizione  a  pag.  (244) 


porre 


'"■m^v-  ■  -'■■■ 


(1  +  EJ)*a/1— X'  "1     I  +  IX      J  (14-;x)\a  — .f' 

eseguendo  la  derivazione  e  facendo  sparire  i  denominatori,  si 
hanno  per  la  determinazione  di  .4  e  J5  le  equazioni 

0  =  Bt  —  A 

\  =  B  —  A% 

donde 
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Di  conseguenza  è 

/- dx^ E  Vi — a?*  1        ,  dx 

J  (l_f_..r)«\/rZ^^~'(l  — s*)(r-+^a;)'^r^^*./  (1+  =  j>)a/iI::^«' 

nel!'  integrale,  che  qui  rimane,  si  ponga 

1  _  ^'  =  ^.  (1  +  3  ^)^  +  2  ,3  (1  H-  s  X)  +  T 
a  cui  corrispondono  le  equazioni 

.  — l=£*a 

0  =  a  +  ,3 

1  =  a  +  2  ,3  +  Y 
le  quali  danno 

'^  —  —  Ti    ì    V  —  -ì.    ?    V  —  — :«— 

S  £  t 

cosicché   con  la  sostituzione  1  4-  s  a?  =  — 

P  d  X  ,'  d  t 

Infine 

dx  evi  —  X* 


f 


{l  +  Bxf  \^  1  — .r*       (1  — £*)(!  +  sx) 

dt 


1_  r 


A/(e«_l)<'-j_2«  — 1 


L' integrale  del  2°   membro  è  differente  a  seconda  che  è 
e  ^  1  ,  0  £^  <^  1  :  e  si  ha  per  s"  >  1 


1      r_  3  ^/ 1 


/dx        1   r — 3 


+  3CC 


^VWTi^' 1+7^ J+^ 
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per  5'  <C  1 

dx  1     V.VT^ 


+  saj 


n  dx  1       Te  V 

] 


—p=z=^-  are.  COS.  - — . +  C. 

a/I  —  s'  1  +  3  a;  '    ' 


Pel  caso   che   sia  =  =  =b  1  ,  si  può    riprendere  il  procedi- 
mento al  suo  inizio ,  partire  cioè  dalla  posizione 

per    =  ==  -j-  1  ,    determinare   le   costanti  A  e  B  e   seguire    poi 
la  via  analoga  alla  precedente. 

Osservazione  2".  Delle  ultime  sostituzioni  che  hanno  ser- 
vito alla  determinazione  dell'  integrale 

/»  dx 


-'    ^^aJ■'-\-b.r-\-c 

o  più  generalmente  hanno  servito  a  ricondurre  l' integrale 

a)  J  f{-^  ì  Vax'-\-bx-\~c)dx, 

dove  /  è    simbolo   di  funzione  razionale,  all'  integrale  di  una 
funzione  razionale  in  < ,  si  può   dare    un'  interpretazione  geo- 
metrica. 
Posto 

y  =  Va x^ -\-hx-{-  e 

si  possono  riguardare  .r  e  y  come  le  coordinate  cartesiane  di 
un  punto  Mie  V  equazione 

y  =  V  a  .r*  -f-  b  r  -{-  e 

rappresenterà  una   curva    del   2"  ordine.  Per  ricondurre  1*  in- 
tegrale 
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a  quello  di  una  funzione  razionale,  basta  esprimere  le  coordi- 
nate ce  e  ^  di  un  punto  ili  della  conica  in  funzione  razionale 
di  un  parametro  t.  Perciò 
prendiamo  sulla  conica  un 
punto  fisso  qualunque  M^  , 
avente  per  ascissa  x^  e  per 
ordinata 

poscia  conduciamo  per  M^ 
una  secante  variabile  M^  M. 
Questa  secante  ha  per  equa- 
zione 


Fig.  15. 


Poiché  essa  incontra  la  conica  in  un  solo  punto  variabile 
J/,  le  coordinate  x  q  y  ài  questo  punto  si  esprimono,  come 
subito  si  trova,  1)  razionalmente  in  funzione  di  t. 

Vi  è  qui,  come  si  vede,  un  elemento  arbitrario,  vale  a 
dire  il  punto  M^  ;  cosi  si  spiega  come  le  formule,  che  danno 
X  e  y  razionalmente  in  t,  possano  assumere  infinite  forme 
differenti.  Si  passa  dall'una  all'altra  mediante  una  sostituzione 

lineare  t  =  '      , -^  • 

V  T  +  5 

L' equazione 

y*  =  ax^-{-bx-]-c 

rappresenta  un  iperbola  se  è  a'^o:  se  è  a  <^  o  un  ellisse, 
che  diviene  pienamente  immaginaria  se  comtemporaneamente 
è  b*  —  4ac<!o:  una  parabola  se  è  a  =  o. 

L'asse  delle  x  è  un'  asse  principale  :  ad  ogni  valore  di  x 
corrispondono  due  valori  di  y  eguali  e  di  segno  contrario. 

L' integrale 

'{x,y)dx 


ff^ 


1)  Dalla  ij'i  =  ax^  -i-hx-i-  e  si  ha  {y^  -\-  t{x  —  a;^))*  =  ax^  +  bx  +  c,  ov- 
vero fi  {X  —  a-„)2  -+-  2  »/o  <  (a;  —  Xo)  =  o  x2  -t-  6  a;  •♦-  e  —  (a  x„^  -i-  bx^-he)  che  si  ri- 
duce all'altra  fi{x  —  Xo)-^2y„t  =  a{x-t-Kr)-*-f>  donde  si  trae  x,  e  di  con- 
seguenza y,  espresso  razionalmente  pev  t. 


DIFFERENZIALI    lltliAZIONALI  257 

può,  in  certo  modo,  riguardarsi  come  univocamente  legato  alla 
curva:  vale  a  dire,  per  ogni  punto,  reale  o  complesso,  di  questa, 
resulta  determinato  un  valore  della  funzione  che  è  sotto  il 
segno,  giacché  fissato  il  punto,  è  anche  fissato  il  segno  del 
radicale  y  e  l'integrale  cosi  può  dirsi  esteso  lungo  la  curva; 
la  sua  riducibilità  a  un  integrale  di  funzione  razionale  deriva 
dalla  possibilità  di  esprimere  razionalmente  per  un  parametro 
t  le  due  coordinate  del  punto  variabile  sulla  curva. 

In  particolare,  si  ha  l'interpretazione  geometrica  delle 
sostituzioni  usato  a  pag.  246  e  248  osservando  che  nel  caso  in 
cui  è  a<^o,  insieme  con  Ir  —  4rtc^o,  essendo  x,  e  x^  le 
radici  reali  del  trinomio  ax'  -{-  h  x  -\-  e,  abbiamo  posto 

./•  —  x'j  =  t'  (a:.,  —  ce) 
donde 

ij  =  —  a.i'  (xv,  —  x)' 
e 

ij  =  N^ —  a.  (.r,  —  x)  t 

che  rappresenta  una  famiglia  di  rette  passanti  pel  punto  fisso 
(x  =  X,,  y  =  o)  e  intersecanti  l'ellisse  in  un  secondo  punto,  le 
cui  coordinate  hanno  le  già  note  espressioni  razionali  in  t. 
Per  a<^o,  l'equazione 

y'  =  a  ./■"  -f-  b  x  -f-  e 

rappresenta  un  ellisse,  che  diventa  un  cerchio  se  è  «  =  —  1- 
Nell'altro  caso  in  cui  è  «^o,  abbiamo  posto 

\^a x'  -\-  bx  -\-  c=  \'  a.{x  -\-  t) 
ovvero 

jl  =  \\i.  ./•  -f-  ^  a.  t 

nella  (filale  t  è  un  parametro  arbitrario. 

Qni  abbiamo  intersecata  la  conica  con  un  fascio  di  rette 
parallele  a  un  asintoto  :  le  singole  rette  del  fascio  sono  de- 
terminate dall'ordinata  dol  punto  in  cui  ognuna  di  esse  taglia 
l'asse  y. 

In  riassunto,  si  taglia  la  conica  con  un  fascio  di  rette 
uscenti  da  un  suo  punto,  proprio  o  improprio  :  ognuna  di 
queste  rette  incontra  la  conica  in  un  altro  punto  solo,  le  cui 

Akzkl.\.  —  Voi.  1.  17 
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cordinate  si  esprimono  razionalmente  per  un  parametro,  come 
si  è  detto. 

Le  considerazioni  esposte  gettano  una  viva  luce  sul  fatto 
della  riducibilità  di  integrali  di  funzioni  irrazionali  a  inte- 
grali di  funzioni  razionali,  e  lasciano  intravedere  come  sif 
fatta  riducibilità  non  sia  limitata  al  campo  delle  e.spressioni 
dipendenti  da  un  radicale  quadrato. 

Gli  integrali  del  tipo 

J[f{.r,vY(x))d.r 

dove  /  è  simbolo  di   funzione   razionale   e  B  (x)  è  un  polino- 
mio di  'ò."  o  4."  grado  si  dicono  inte<jvali  ellittici  e  non  si  pos- 
sono, almeno  in  generale,  ridurre  alle  funzioni  elementari. 
IjìerelUttici  si  chiamano  gli  integrali 

dove  R  (.r)  è  di  grado  superiore  al  4." 
Se  più  generalmente  si  lia 

dove  y  è  radice  di  un'  equazione  algebrica 

'f.  (•/■)  V"  4-  'f ,  (•'•)y"'-'  + +  f ..  (•'•)  =  o 

con  le  'f  funzioni  intere  di  x,  quell'integrale  appartiene  a 
t|uelli  che  diconsi,  infeijrali  aheliani. 

La  riducibilità,  ad  integrali    di   funzioni    razionali,    dogli 
integrali  del  tipo  generale 

dipende  da  proprietà  dell'equazione   che    lega  //  ad  .ì-.  Su   ciò 
(pii  non  possiamo  aggiungere  altro. 
ci)  L' integrale  : 


J  f\x,Va-{-bx\,  V  a'-j-b'x  \dx 
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dove  /  è  pur  sempre  simbolo  di  funzione  razionale  degli 
argomenti  ./• ,  \^  a-{-hx  ,  ^^  a  -{-h'x,  si  riconduce  al  tipo  (a) 
mediante  la  sostituzione 


donde 


x  = 

t  —  a 
''  ~b'~ 

dx=^ 

0 

~T~i"Ti —       .  /       ,    7  \'  ba'         b     „ 

a  -\-b  x=^t  ,    V  a-\-  bx=  y  a  —         -\-  .,t'\ 


diviene 


2     C  M'-  a      ^1  ba,     b    ^         r    , 


Esempio.  L'  integrale 


f\l' 


—  X      dx 

X  X 


può  scriversi 


/         /-      d.v 

»^    xV.r(l  —  x) 


0-  —  X) 

e  rientra  cosi  nel  tipo  considerato  a  pag.  ('i-llii. 
Se  poi  si  applica  la  sostituzione 

1  —  x  =  y 

si  avrà 

•^      \       X       '     X         ^  '■■    iy-  —  1)  \'  ì       y" 


2H0  DIFFERENZIALI    JKIIAZIONALI 


2 


/*  dy  ^    /'  dy p  dy 


-Vll|+V^ 


y      ~  i  +  y 


Infine 


J'  y^~^  '.  dx  =  'A  are.  .sen.  Vi  —  ./•  — 2  y  ~^  +  C. 

e)  Si  consiclori  anuho  : 

h)  f{a-^.ry.{b-h.r.)^d.r 

dove  a  e  b  sono  due  costanti  diseguali,  e  a  e  |i  due  esponenti 
razionali  qualunque. 

Esso  è  riducibile  all'integrale  di  un  differenziale  razionale 
epperò  esprimibile  con  funzioni  algebriche  e  logaritmiche, 
mediante  una  sostituzione  analoga  a  quella  usata  a  pag.  23G, 
ogniqualvolta  : 

1"  L'  esponente  a  è  intero^  perchè  allora  il   differenziale 

non  contiene  altro  irrazionale  che  il  radicale  {b  -\-  x)^  =  {b-\-  j-p 
e  basta  porre  {b  -\-  r)  =  t\ 

2"  L'  esponente  [3  è  intero  ;  per  una  ragione  simile. 

3"  L' esponente  a  +  ,3  è  intero,  perchè  il  differenziale 
scritto  nella  forma 


(„+.)....  (^+:y... 


non  contiene  altro  irrazionale  se  non  un  radicale  applicato  ad 

una  funzione  razionale       v^  ,  e  basta  porre  —,  -    =  ^'~- 

a-{-.r.  a-j-  x 

In    tutti    gli    altri    casi,    l' integrale    b)   è  riducibile  a  fuii- 

zioni  algebriche  e  a  un  altro  della  stessa  forma,  nella  quale  ciascuno 
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ilegli  esponenti  a  [i  è  aumentato  a  diminuito  di  tante  unità  quante 
si  vuole. 

L' integrazione  per  parti  eseguita  riguardando  il  secondo 
fattore  come  una  derivata,  dà  subito  : 


donde 


ovvero 


(rt  +  cc)^  (ò  -j-  .f  )3  +  1 


a_j-^  4-  1  J 
In  questa  si  cangi  a  in  a -f- 1,  verrà: 

■  »  +  !-•  +  - 
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donde  : 


,  /.-.^)'(.+....^^^^;i±r 


a  +  3  +  2 


-(T+i)"(r-"«)-'''''+-'>"'"'+""°'''^' 

Le  formule  e)  rZ)  e)  non  sono  mai  illusorie  perchè  dei 
numeri  a,  [5,  a  -f  ,'":!  nessuno  è  intero  e  quindi  le  quantità  a-f-1, 
[i  -f-  1,  a  -|-  p  +  1  sono,  come  6  —  a  tutte  diverse  da  zero.  L'uso 
ripetuto  delle  ultime  due  permette,  senza  cangiare  p,  di  to- 
gliere ad  7.  o  di  aggiungergli  tante  unità  quante  si  vogliano. 
Permutando  poi  in  esse  contemporaneamente  a  con  bea  con 
P,  si  ottengono  due  altre  formule,  le  quali,  in  modo  analogo, 
danno  il  modo  di  accrescere  o  diminuire  |i  senza  toccare  a. 

E  con  ciò  si  potrà,  per  esempio,  ricondurre  a  e  p  a  cadere 
tutti  e  due   nell'  intervallo  tra  (^  e  1. 

Quando  a  e  p  sono  di  segni  contrari,  la  diminuzione  dei 
loro  valori  numerici  può,  almeno  sino  ad  un  certo  punto,  es- 
sere ottenuta  contemjjoraneamente,  epperò  più  rapidamente, 
mediante  la  formula, e)  o  mediante  quella  che  se  ne  trae  per- 
mutandovi a  con  ò,  e  a  con  p. 

f)  Nei  casi  di  integrabilità  pratica  segnalati  al  n."  e)  Iv 
formule  precedenti  possono  veramente  essere  o  divenire  illu- 
sorie; però  usate  nei  casi  in  cui  ciò  non  avviene,  possono  pro- 
curare delle  riduzioni  che  facilitano  l' integrazione.  Se  per 
esempio  a  è  un  intiero  positivo,  e  p  una  frazione,  si  può  usare 
la  d):  la  quale  ci  condurrà  sino  all'integrale 

1^+1 
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Se  a  è  un  intiero  negativo,  servirà  la  d)  a  ricondurci  all'  in- 
tegrale 

Valgono  le  formule  precedenti,  con  qualche  mutamento 
(li  segno,  anche  se  la  x  è  affetta  dal  segno  — ,  in  uno  o  in 
ambedue  i  fattori. 

g)  Si  dicono  differenziali  binomi  le  espressioni  della  forma 

X'"  {n-\-b  xy  d  X 

dove  a  e  h  sono   costanti   e   m,  ìi,  p   esponenti   razionali   <|ua- 
luiKjue. 

Sia  h^  o  :  si  ponga 


1    1 

il  ,  Il 


X  =  h     "  /. 
se  ne  ti*ae 


1      --    --' 
dx  =  ~h      "«"       .dt 
11 

con  ohe  resulta 

m  4-  1  »t  +  1  _  . 

x'''ia4-hx^fdx=~h       "    .  {a -\- t)'^  t    "         .dt 
n 

che  (salvo  un  fattore  costante  e  la  notazione    della  variabile) 
rientra  nel   tipo  precedente 

{n  +  xY  (h  +  xY  d  X 

quando  in  questo  si  faccia 

DI  -f-  1         , 
/)  r,.=p      ,      b  =  n      ,       {i=        ^^  l. 

Se  H  /;    "^  o,  si   ])orrà 

_  1      I 

x  =  {-fi)      "/" 
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e  si  ridurrà  il  differenziale  binomio  all'altro 

m+ l  m+  l 


—  1 


±(—h)       "    .{a  —  tyt''         .dt. 
il 

Riferendoci  ai  resultati  precedenti,  si  conclude  immedia- 
tamente che  asso  è  riducibile^  con  una  sostituzione  algebrica,  ni- 
V  integrale  di  un  differenziale  razionale,  epperò  esprimibile  con 
funzioni  algebriche  e  logaritmiche  quando  uno  almeno  dei  tre  numeri 

m-\-  1     w  +  1    , 

»,  —  — -, -{- p  e  intero. 

^  n  n 

In  ogni  caso  si  possono  adoperare  per  la  sua  risoluzione 
e  pel  suo  calcolo  effettivo  tutte  le  formule  e),  d\  e)  stabilite 
sopra,  nelle  quali  siano  introdotte  le  particolari  ipotesi  /). 

Neil'  integrale 

r.'K"M«  +  bx'ydd- 

si  possono  anche  rendere  gli  esponenti  7H,  n  interi  e  quest'ul- 
timo positivo:  perchè  se  n  fosse  negativo,  si  scriverebbe 

f  x'" + ''  V  {b  -f  a  X  -  ")  V  d  X 

e  quindi  chiamando  [j,  il  minimo  comune  multiplo  positivo  dei 
dencminal.ori  degli  esponenti  ?»  -|-  n  p  e  — n  messi  sotto  forma 
di  frazioni  irriducibili  si  eseguirebbe  la  sostituzione 

x  =  V' . 

Consideriamo  per  esempio  l' integrale 

^    x"'dx 
J  Vì^x* 

dove  m  A  intiero.  Esso  potrebbe  essore  calcolato  ool  processo 
indicato  a  pag.  242  :  ma  scrivendolo 

J  ./•''' (l-5c')     ~  .da- 


DIFFERENZIALI    IRRAZIONALI  265 


si  vede  che  esso  rientra  pure  nella  classe  degli   integrali   dei 
differenziali  binomi  e  inoltre  che  esso  cade  sempre  in  un  caso 

di  integrabilità  pratica;  perchè  i  numeri  ;>» ,  — — —  ,  — ^^I f_  .^ 

n  n 

qui  divengono  —  -^  ,       q~      »  9   ?  ^^^  quali  uno  degli  ultimi 

due  è  necessariamente  intero,  sia  m  pari  o  dispari, 
^la  applichiamo  qui  la  formula  di  riduzione 

-  !+i'+\  f^'' + ^'■'  "  '  (" + ■'■)'  -*  '^ 

ottenuta  dalla  d),  scambiando  a  con  f>,  a  con  {i. 
Facendo  ./-  =  f,  si   riduce 


J  x-  (1  - 

-x') 

.  1 

~  ^     7 

a  j  = 

1 

■(1- 

t)     '' 

i 
-'.  d  t 

che 

rientra  nel 

tipo 

precedente, 

facendo 

ivi 

h  =  n     , 

3= 

m  —  1 
~      2 

? 

n=l 

,     '^ 

=  — 

1 
2  ■ 

Si  avrà 

2J  t 

,1  -- 1 

(l-0~ 

ni  — 
•'dt=^ 

1 
.(1- 

1 

m 


m 

risostituendo  per  t,  oc", 


m—ì      / .  "' -  3  _  i 

J  t.  -  .a-f)  '^-'it 


J    J'    (1  X)  ti  .1= — 


1 


2. 

m 


in 
Wi  —  1      -  _  » 


J   j.m-2(l    _  j.-')      -^Jj. 
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che  è,   come  si  vede,  una  formala  di  riduzione  e  dà,  applicata 
successivamente, 

(2a-l)(2{..-3)  (2;.      l)(2j.-3)^...3      j 

"^(2j.-2)(2|x-4)-"  "^••••"^(2[x-2)(2!j.-4)....2-  ;\ 

,   (2{x-l)(2ij.-3)....l 

px^i'  +  Kdx  Vl—x''  f  2!J 

^    a/1  — ce'  2^.-^1   i       ^2|j,— 1  ^ 

2  |.  (2  ^  -2)         o  _  4  _,        ^       2{x(2  5.-2)....4 


..r^  + 


(2|A  — l)(2|i.  — 3)  ^•••'^(2|x  — l)(2jj,  — 3)....3 

2^.(2..-2)....2      I 
'^(2jj.-l)(2a  — 3)....1,V    "* 

E  notevole  che  nel  primo  caso  l' integrazione  conduce  a 
una  trascendente,  nel  secondo  ad  una  espressione  puramente 
algebrica. 

Se  fosse  ni  negativo,  si  partirebbe  dalla  formula 

ottenuta    dalla  f?)    collo    scambio    di   n   con   /y   e  a  con  [i,  e  si 
opererebbe  in  modo  analogo  a  quello  del  caso  precedente. 
Coli'  uso  di  questa  si  trova 


X. dx^ Vi—x'Q     1  2ij.  — 2    _J. 


(2p.-2)(2tx-4)       1 
"'"(2{i.  — 3)(2.x  — 5)":c2f^--'''"^  •■■   "^ 

(2;i.-2)(2;.-4)....2.1    J^l 
■^    (2;.-3)(2|..-6)....l    •.ri+^^ 
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dx ^        a/Ì— CC^Pl       ,    2|J,— 1         1 


/>  «a?  ^        VI— cc'Pl 


^2a  — 2   .7-21^-2^ 


(2j.-l)(2.^-3)        1_ 
"^(2[j.  — 2)(2.(x  — 4)*a;2M-i"+"   ••••  + 

(2a-l)(2p.-3)....3.1    J^7 


(2|j.  — 2)(2{ì;— 4).."..2 


(2!J— l)(2a-3)....l    .l-x^l-.x^ 
"^      2|A.(2a  — 2)....2      *  a?  "^     ' 


I 


k 
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3.  rt)  Vi  è  solamente  un  numero  assai  limitato  di  forme 
di  differenziali  trascendenti,  dei  quali  gli  integrali  possono 
aver  un'espressione  contenente  un  numero  finito  di  funzioni 
elementari.  Quando  questa  possibilità  manca,  si  riesce  talvolta 
a  ricondurre  l'integrazione  a  certi  integrali-tipi^  che  si  prendono 
allora  in  considerazione  come  nuove  funzioni  trascendenti  di 
ordine  superiore  alle  trascendenti  elementari. 

A  cagione  della  varietà  delle  combinazioni,  nelle  quali 
queste  ultime  possono  essere  legate  tra  loro  e  con  le  funzioni 
algebriche,  non  è  possibile  dare  metodi  generali  per  la  trat- 
tazione di  tali  integrali  :  il  cammino  da  seguirsi  dipende  dalla 
forma  particolare  del  differenziale  da  integrarsi. 

Vi  è  un  caso  generale,  in  cui  un  integrale  di  differen- 
ziale trascendente  può  essere,  mediante  un'  integrazione  per 
parti,  ricondotto  a  uno  di  differenziale  algebrico. 

h)  Sia  f  (x)  una  funzione  ahjehrica  di  x  ,  //  cui  integrale 
F  (x)  è  pure  algebrico  :  g  (x)  sia  una  funzione  trascendente^  la  cui 
derivata  g'  (x)  è  algebrica  :  allora,  mediante  la  formula  di  inte- 
grazione por  parti 
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si  riconduce  l'integrale  dal  differenziale  trascendente/(.r)-5'(a;).r/.;' 
all'integrale  di  un  differenziale  algebrico  f (x) g' (.r) d x. 
Ad  es.  se  z  (a?)  è  una  funzione  algebrica  si  ha 

ff{x)  .l'^{x)dx  =  F[x).l'^{,^-fF{x):^^  dx  : 

in  particolare 

j  V"'  /(«+>/  r+v)  d  X = 

2;  ?»  + 1  \         T   a;  "* + ^ 

w-f-1    ^    ^         ^     ^       m+lJ   A/i_|_a.« 

e  le  integrali  del  secondo  membro   è   di    quelli  che   sappiamo 
sicuramente  trovare,  se  m  e  intero.  Si  suppone  m  diverso  da  —  1. 
Similmente  dicasi  di 

/  X'"'.  arc.taìiq.xdx  == ; — -.  are.  tana,  x —      -     r-    1    :,- ; — 7,dx 

-'  ■  m  -{-  l  m -\- 1  '■^    1 -j-  ./•' 

^  gjm  +  l  1  ^ì      X^  +  ^ 

I  X'"  are.  sPM.  X.  d  X  =  -    ~-^ .  are.  sen.  x -^r    /     /:,      ==.dx 

J  m -f  1  m-{-lJ    vi  —  07* 

y  /  (.;■  _|-  n/i  -fcc"').  d  X  =  xl{x-{-  N^l^+Tr*)  —  ^/^+'aJ*  +  (  ' 

I  are.  tang.  x.  d  x  =  x.  are.  tang.  x ~  l  {1  -\-  x^)  -^  C 

J  are.  sen.  x.  d  x  =  x  are.  sen.  x  -\-  vi  —  :r*  -j-  C 
Pure  mediante  l' integrazione  per  parti  si  ha 

ff{-r).9~(^r-  dx=F{x).i^r  -  '>n  fF{x)g'(x).  Ji^^-'.dx 

e  m   essendo  intero,  l' integrale   del   secondo   membro  è  della 
stessa  natura  di  quello   proposto,   se  l'integrale  del  prodotto 

F{x).g'{x)  e  algebrico. 
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Ad  esempio  si  ha 
f]l(x-^Vl^')\"\dx  =  x)l.  (x'+  Vi  +a;');"'  — 

—  ?n  /  X. — ^-- 7 .  il  X, 

^  ^/l^-.7•' 

—  (m  -  1)  J  '  ;^(^  +  v^l  4-  cc*){'"  -  ".  (i  a; 


e  COSI 


-  VI  ^^^-f^'[l(x  4-  x/r+:;--^);'"-' 

-   +7n(m-l)y' ;?(.-/.>+  N^i +'?);'"-■-.  e/ X-; 

cun  ripetuta  applicazione  di  questa  formula  si  jìuò,  per  m  intero, 
compiere  l' integrazione. 

In  simil  modo  si  tratta 

/  (are.  sen.  .//'*  d x  =  x{arc. atìi. .i )'"  -\-  m{arc.se)i..v)"^~^  n'  1  —  x*  — 

m  (ni  —  1)  /  {are.  sen.  .r)'"  ~  '.  d  x. 
All'  integrale 

/  '  '■^  (•^) 

6  {X) 

si  può   2)ure   applicare  un'  integrazione    per  parti,   preudendo 
/  =r---  dx=   I    ,,,   ,  .  —  -^  d.r  = 

o  si  potrebbe  seguitare  in  modo  analogo  por  ottenere  un'ulte- 
riore diminuzione  dell'  esponente. 
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Per  esempio  si  ha 

/'«'"  dx x"'+'^  m  +  1    /^  •'■'"  dx         .     <         s 

. /  \l.r)^  ~       (n— l)(/.a;)"-i  "^  n—  1  J  (^.r)"-»  v"  >  "~  ^) 

e  questa  formula,  colla   ripetuta   applicazione,  conduce   inline 
air  integrale 


f 


x"\dx 


che,  ponendo  .z?'"  +  *  =  ^ ,  diviene 


-cZ 


una    nuova  trascendente,    che    si    designerà    come    ìniegral-loga- 
ritmu. 

Per  7M  =  —  1     e     n  ^  1     ,     si  ha  subito 

>J  .r(f.  ce)"        J   ^      '  n  —  1        ' 

e  per     m  =  —  1     e     n  =^  1 

(Z  X'  /  *d  l. 


^    xù.x       J     t.x 
Parimente  si  ha 

rdx         _  a/jT^^  ./• 

{arc.sen.xy''  {arc.sen.xy^~'^      {n — IX'i— 2)(aj'c.seu.  cc)""^ 

1  Marc.  sen.  j^')"  ~  "^ 

~(n"^^l)(n  — 2)-/  ^à^ 

e  coir  applicazione  ripetuta  si  perviene  a 

dx  dx 


J\ 


are.  sen.  X     '     [are.  sen,  cc)^ 
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il  primo,  pouendo  are.  sen.x  =  z,  si  muta  in 

/^cos.  z.  dz 
z 

il  secondo  dà 

vi— a;* 


r    _u; Vi— a;^        r 

i{arc.sen.xf  arc.sen.x       1^ 


I 


i/]^  __  a»*  '  are.  sen.  x 

e  l' integrale  rimanente,  colla  stessa  sostituzione,  diviene 

/'•sen.  z  d  z 

.    ,  /  •COS.  zd  z         pseìi.  zdz  ,  . 

1  due     /   ■ 0     ^  rappresentano    due    nuove    tra- 

sceiidenti   che  si  designano   rispettivamente   con    Integrai- coseno 
e  Integral-seìio. 

e)  Se  a  indica  una  costante  ed  /  una  funzione  razionale 
qualsiasi,  l' espressione  /{e"-'')  contiene  un  gran  numero  di 
trascendenti. 


Si  trasformi 


colla  sostituzione 


ffifnd.r 


1    , 

.r  =  —  uki.  t 
a      -^ 

ax=    -  .d  t: 
a  t 


diverrà 


I  f{t)</t 


dove  1'  espressione  sotto  il  seguo  è  razionalo  lu  l.  Si  completa 
il  calcolo  con  la  sostituzione  inversa 
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Similmente  è  facile  trovare  l' integrale 

y"/(e"<=^,  e«2^',  ....  e«-^*^)£Z.r 

quando  la/ è  simbolo  di  funzione  intera  e  a^,  a^,  assono 

delle  costanti. 

Invero  scrivendo  per  disteso  la  /,  essa  diviene  una  fun- 
zione lineare  di  varii  esponenziali,  della  quale  ciascun  termine 
si  integra  subito. 

d)  Sia  da  ricercarsi 


J'f{lx).dx 


con  /  simbolo  di  funzione  razionale  intera. 
Mediante  la  sostituzione 

X  =  e" 

lx  =  y 

d  X 
dy 

si  muta  in 

il  quale  integrale  può  ottenersi  mediante  una  formula  di  ridu- 
zione , 

ff{y).  e"  d  y  =f{y).  e-"  -  ff  (y)  e"  d  x  : 

riapplicando  più  volte  questa,  si  compie  il  calcolo. 

e).  Se/  è  simbolo  di  funzione  intera  e  z  (x)  è  un  polinomio 
intero,  V  integrale 


*'  cp  ix) 


è  Hemprc  ea^rlmibile  mediante  funzioni  ìiote  e  la  traacendente 


J-jdt. 
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Si  sviluppi  il  numeratore /(a?,  e"!*,  e"-.-*',  ....  e"»*):  esso  si 
risolve  in  termini  di  cui  ciascuno  è  il  prodotto  di  un  espo- 
nenziale della  forma  e-*-^  per  una  funzione  razionale  in  ./•,  la 
(juale  potrà  essere  decomposta  in  frazioni  elementari  come  a 
pag.  2V2  e  seguenti,  e  l'integrale  si  ridurrà  ad  una  somma  di 
integrali  tutti  appartenenti  ad  uno  dei  tipi 

rx'"  dx     ,       f—,       fx"'  e^-^  d  ./•     ,       f^' — - — .-  .  d  ./• 
J  '     J   ce-/      '     J  '     J  Ix  —  a)'' 

cun  m  e  q  interi  e  positivi. 

Di  questi  integrali  i  primi  duo  sono  subito  trovati. 
C^uanto  al  terzo,  coli'  integrazione  per  parti,  si  ha 

/,     -         .r'"  e-^'^       7/1    /^        ,     ,     , 
x'"  e^'-^  dx  =  -    , p    /  ./"'-i.  e-^'  dx: 
A          A  J 

ripetendo  l'applicazione    di    questa    formula  agli  integrali  che 
si  presentano  ogni  volta  nel  2.'^  membro,  si  perverrà  a 

eAxdx  =  ^-\-  C. 

Il  quarto,  quando  è  5- ^  1,  integrando  per  parti,  dà  pure 

,        gAx  gAx  ^  .,        gAx 

J  (7^  ai'/  "^  •'■  ^  (_  ^  4-  1)  (.r  '-^y''"'  ~  ^^^q^u'  Cr— a)'/-'   '''' 

culi'  uso  ripetuto  della  quale   formula    ci   si   riduce  infine   al- 
l' integrale 


Ax 


I 


che,  ponendo 


^  X  —  a 


_,+-; 


diviene 


•^     t 

Ak/klà.  —  Voi.  I  '8 
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/)  Essendo  sempre / simbolo  di  funzione  razionale,  l'inte- 
grale 

/  /  {sen.  X  ,  COS.  x)  d  x 

che  comprendo  tutti  quelli  in  cui  la  funzione  sotto  il  segno 
è  una  funzione  razionale  delle  sei  linee  trigonometriche  di 
X,   può ,    servendosi    delle   formule   di    Eulero,   ridursi  al  tipo 

f  f{e°''')dx:  ma  se,  come  noi  supponiamo,  i  coefficienti  della 

/  sono  reali,  si  evita  1'  intrusione  transitoria  degli  immaginari 
colla  sostituzione 

X  =  2  are.  tany.  t 
donde 

tang.  —  =  t 


2t  I  —  e  ,  2 

sen.  X  =  -z — ; — ;, ,  COS.  X  =  , » ,  d.F  =  .    ,     , .  dt 

1  +  «-  '  1  +  r  1  -f-  r 

merco  le  quali  l' integrale  precedente  si  muta  nell'  altro 


i'f(  '^    '--'1  ' 


—  e\  2dt 


perfettamente  razionale  in  t. 
Esempio  : 


1.0  r____l^___  ==  _.  ^        r "Li 

'J  acos.x  +  hsen.'X       \/<j*_j_  ^*«>'  seìi.bcos.x-\-co8.hsen.x 

_l  I  '  d  («_+  0)_  _ 

\/7J~rT*^  sen.  (x  4-  Òì 


A/a«-f  6'*^  se;/.,  (ic -f  e) 

1         ,            X  -\-  H    .    ^ 
L.  tang.  — ^ 1-  C 


6  essendo  determinato  dalle  due  equazioni 

h 


sen.  b ,         ,  ^ =-  =  COS.  0 . 


Va^  4-  h"-  Va'  +  6* 
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2  0  r i^__ _2  /' - 

-^    a  COS.  x-{-h  sen.  :r  -\-  e  J    a{l —  t^)  A-2ht  A-  c(i  -^  f) 

^'  (e  —  a)  <'  4-  2  /»  /  4-  (e  +  a) 
fj)  In  particolare  si  consideri 

/  sen."*  X.  cos.*^  x  d  x 

dove  m,  n  sono  degli  interi  positivi,  nulli  o  negativi.  Si  può, 
ponendo 

z  =  sen.  X    ,     vi  —  z'=  cos.  x 

,  d  z 

d  X 


ridurlo  all' integralo  di  un  dilfereuziale  binomio 


n—l 


J  z'"{i-z'-)'    dz, 

ma  è  più  comodo  usare  il  seguente  processo  di  riduzione. 
Si  ha 

/  sen.'"'  X  COS."'  x  dx  =    f  cos."'~^  x.  sen."''  x  cos.  x  d  x  = 
e  qui  integrando  per  parti 


COS."   'x. 66/1.'"+* u;       n  —  1     /'  .,  ,    ..      , 

771  -h  1  m  4-  1  ' 


cos.'^~^  x.  se/i.'"+*  ;/•   .    n  —  1 


1 ^      _i    1    /   •^«"•"''^'   1 '■'  '' 

1  m  4-  1  «^ 


Vi  -\-  1  m  -\- 

cos."   '  X.  se/<.'"  '^  X   .    //  —  1 


">."  '•)  COS."'  '  .1 .  d  r 


/<.""'  X    ,11  —  1      /'  ,    ..       I 

4-  /   .sdì.'"  x  Cos."~-  .i</  r  — 

1  m  -h  1  -'^ 


m  -j-  1  '"  -h 

n—l 


n  —  i     /  •  , 

—        ,    .     I  sen."^  X  COS."  x  d  x 
in  4-  1  •• 
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doude : 

(^    ,    n  — 1\     /•                           ,         cos."~' «.  se^.'^+^ic   , 
1  +  — T-  r  I    I  sen.'"' x COS."-  xdx  = .— ^ [- 
m  -f-  1/  •■''                                                   m-i-  1 

■    '*  —  1     /*  .,      » 

-\ ; — -   f  sen.'"'  X.  COS.""''  x  a  x. 

m  4-  1  •■- 

/•  -  cosJ''-^  X.  sen.'"--^^  X   , 

0)  I  sen.'"'  X  cos.'^  x  dx= ; \- 

J  m-\-  ìi 

,    n  —  1     /*  ... 

-A — —    /  sen.'"'  X.  cos."-      x  a  x. 

m  -\-  n  ^ 

Risolvendo  questa  rispetto  all'  integrale  del  2."  membro  e 
mutando  poi  n  in  n  -j-  2,  si  otterrà  l'altra 


e)     /  sen.'"- X  COS. ^''  xdx  : 


seti.'"''+^x  co5."+*  X 


4-  ,    .        /  sen."'-xcos."'+''xdx. 

n-y- 1     'J 

Se  in  queste-  ultime  due  si  permutano  contemporaneamente 
m  oou  il  e  ./;  con  --  —  .r,  si  ottengono  le  altre 

,,,    /•       ..  ,,      ,  COS."  "^^j?  sen."'"*  ce 

b)    f  COS.   X sen.'"- xdx  = 1- 

•^  m  -f-  n 

,   m  —  1    /  •  .,      , 

-h       ,        /  COS."  xsen."''~''xdx. 
■m  -+-  n  ^ 


.     /        „  .,      ,  cos."+*icse/i."'+^a;  , 

e)    /  cosJ  xsen."''xdx= -r-^ h 

'J  vi-\-\ 


,  m  4-  w  +  2    /» 

H '— r-?-    /  *e/i."'+^ .'/;  cos."  x  d  x. 

m-f-l      'J 


Queste  formule  divengono,  le  une  o  le  altre,  illusorie  quando 
è  zero  w  -|-  1,  o  7i  4-  1,  o  m  -\-  n\  ma  servendosi  di  esse  opportuna- 
mente si  ridurrà  sempre  a  0,  o  ad  1  il  valore  numerico  di  eia- 
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scun  esponente,  e  come  è  facile   vedere,  non  rimarrà  più   che 
l'uno  o  l'altro  dei  seguenti  integrali: 

I  dx  =  x  -\-  e  I  C0.1. .r  d x  =  sen. x  -j-  e 

/  sp.n .  X  d  X  =  —  COS.  x-\-  e 


f 


sen.  X  COS. 


1           (^            1                sen.*x    ,     ., 
xax=  I  se,n.xdse.n.x=       [-  C 


d  sen. 


ncos.  X  ,  r»d  sen.  x       .  ,    ^, 

/  -         dx^=   I  =L  sen.  x  4-  (  ; 

J  sen.  X  >■'     sen.  x 


/sen.x  , 
-        dx= — i.cos.x  -{-  (J 
cns.  X 


f 


dx 


sen.  X  COS.  x 


f: 


dx 
COS.'  X         r-d.  tang.  x 
sen.  X 

COS.  X 


'      tnng.x  ^ 


/dx  f 

.<ìen.  X       I 


sen.  ^  co.'i.  ^^ 


rdx  r    V2       )         ,        /-      ^;\  .  ^ 

/  =  —   I  ^7 ^  =  —  /.  tana.  {  -^ r  )  +  <^. 

.''   cos.x  I  /tc  \  ■'  \4:         2/^ 

^  sen.l——x] 


Ad  es,  nel  caso  di  ?»-{-  ^  ="i  ^^^^^  sono  valido  le  i'ormule 
i()  e  e)  :  ma  all'  integrale 


/  .fen.      '  .r  cos."  .r 
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si  può  applicare,  secondo  che  è  n  positivo  o  negativo,  la  />)  o 
la  e)  e  lo  si  riconduce  a  uno  degli  integrali 

dx  /^cos.xdx        p'        dx 


/ax  /^cos.xax        r* 

sen.  X  '  -y       sen.  x      '  «^  se 


sen.  X  COS.  x 


Similmente,  per  ji  -j-  1  ^  o  si  applicheranno  all'  integrale 

f  sen.'''^ X  .  cos~ ^x  dx 

le  formule  h') ,  o  /)  :  e  analogamente  si  trattano  gli  altri  casi. 
//)  Per  gì'  integrali 

(  sfin.''^\rdx  ,     /  cnsJ^  X  .  dx, 

dalle  formule  precedenti  si  ha 

/"       ,„      7  senJ^  ~  ^  X  COS.  x  ,   m  —  1    r^       ,„     „      , 

/  sen.'"xdx  = h    /  sen.^"  ~ "^  .r  d x 

yf  m  m      '^' 

/ ^  ,  seM. X cos.^^ "^  X   ,   n  —  1    / '  „      , 

/  coH.'*^  X  dx= H /  cos.^'  ~  '^.r.d  .r 

J  n  n      J 

/^    dx  cos.x  VI  —  2    /'      dx 

^'  se,n.'"'x  (m  — l).s«»,.'"~'  .r       m.  —  1  -^  .s«?i."'  -•  ^  x 

/»   dx  sen.x  n  —  2    /»      dx 

COS.'" X  (».  —  1)  00.9." -^  X       n  —  1  '-^  COS.''* ~^x 

k)  Si  può  trattare 

/  sen.*"  X  .  cos.^xdx, 

dove  sono  m  e  n  interi  e  positivi,  come  anche  qualunque  altro 

/  f{sen.  X  ,  COS.  x)  d  r 

dove  /  è    simbolo  di  funzione  razionale  e  intera,  esprimendo 


I 
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le  potenze  di  se)i..r  e  cos.x  mediante  le  funzioni  medesime  dei 
multipli  di  ./■. 

Simili   espressioni   si    ottengono    subito    dalle   formule  di 
Eulero 

COS.  x=  -     -  — 

Ci 

applicando  la  regola  del   Binomio. 
Si  ha 

,m:'v^  1  a:^^'^^^J^Hm..{:ii>  4-  \)x  -  {^^'^  ^yen.  (2p-  l)r  + 
('^^\+  1)..».(2,.  -  3).  +  ....  +  (-  1^  ('^^  +  1)  .s.„..j 

^•"•^■•■■^"•^  =  22,! f  ,  p«^- 2;>r  +  ("/')  co.-  C2i>  -  2)./'  + 
co».»>'+'.,  =  iVcos.(2,,  +  l).r+f'^''['"'ì™-'-(2j'-l).'  + 

+  C2''  +  i)o„..C2,-;3).,-K...  +  C^'';-')™»...]- 

So  ora  è  data   una    funziono    intera  di  sen.x  o  cos. ./•  e  lo 
j)otenzo  di  queste  si  sviluppano  secondo  le  ioiMinilo  ora  date, 
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si  otterrà  un  aggregato  di  termini  delle  forme 

sen.  X  X  sen.  [j.  t  ,  cos.  X  x  cos.  [Ji  x  ,  sen.  X  x  cos.  [i.  x 

dove   X   e   [x   sono   numeri    interi  e  positivi  :    l' integrazione  è 
ricondotta  ai  seguenti 

J  sen.  X  ./•  COS.  ^xdx=  —  j   \cos.Q^ — a) .r—  cos. (X -j-  \i) J']  d x 

sen.  (X  —  {!,)  x       sen.  (X  -h  a)  rr 

=  ~2(X^{I)^  ~     2(X  +  a) 

/  COS.  X  .r  C0.9.  ij.  j-  fZ  jc  =  ^    /  j  COS.  (X  —  a)  a?  -j-  cos.  (X  -j-  |i)  ce  j  d  jc 

sen. (X  —  \ì)x      sen. (X -f-  (j.) x 

j  sen. X  J' COS. [j, ./•  rZ ./"  =  "ò"   /  T -sfi'i.  ( X  +  [j.) (r  -|~  •^'^" •  (^^  —  I^) •'' l '^ ^ 

cos.  (X  -f-  V-)  X       COS.  (X  —  [).)  X 
=  ~     20.+7)     ""     2(X-tx) 

Z)  Indichi  G  (x)   una  funzione  intera  e  si  applichi  a  cia- 
scuno dei  due  integrali 

/  G{x)e"''^ sen.hxdx    ,       /  G(x)e"-'^cos.hxd .v 

l' integrazione  per  partii  :  si  ottiene 

r  1 

/  G  (x)  e"^  sen.  h x  d  x  = j-  G  {ir)  e"''^  cos.  h  x  -J- 

_|..  ^    rG{x)e"'^cns.bxdx-\-j-    CG' {x)e"'^ co.<ì.hxdx 

I  G (x) e"^ COS. hxdx^=  yG ix) e"'^ .nen. hx y  f^i^^) ^"'^ *^»' ^^^^ '■'' 

r    f^G' (a:) e^'^sen. h xdx: 

0   J 
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posto 

11=   I  G (x) ft"'*^ seii . il X (1  ./•  ,     ì)=  I  G (x) e"^ cos. hxd x , 
quelle  divengono 

?/  = -G (x)  e"''^ cns.  hxA-  .-  ^  -f-  7-    f  G' (x) e"^ cos. hxfl x 

y  =  -y-  G(x)e"^sen. hx t-  a i  G' (x) e""^ sen.b a" d x : 

b  0  0  *■' 

si  trae  di  qui  risolvendo 

/  G  (x)  e"-^  sen.  h  x  d  x  = ^-—r-. .  G  (./•)  e"  '  + 

•''  a'  -f-  '' 

+    ¥-^-7»  CG'  xU"^cos.b.rdx :r^,  I^G' {x)e"'^sen.bj  d x 

a  -f-  o'-^  '  a'  -j-  Ir  '' 

r^,  s  ...r.        1     7         acos.bxA-bsen.bx  ^,  .    „^ 

/  G(x)é"''cns.bxdx  = ,       ,, G{x).e'"' 

J  a  -f-  o 

,-%-.   rG'{x)e""^cns.bxdx —-^.   rG'{x)é'''sen.bxdx. 

a  -{-  Ir  -■'  a'  -j-  l>  J 

L'applicazione  ripetuta  di  queste  formule  riduce  la  fun- 
zione intera  a  essere  di  grado  zero^  dimodoché,  astrazion  fatta 
dai  coefficienti,  si  cade  negli  integrali 

y  e'"^ sen.  bxdx     ,       /  e"^ cos. b x d x 

che  sono  dati  dalle  i'ormule  stesse  precedenti,  ipiando  vi  si  fa 
G(x)  =  ìj  e  si  ha  con  ciò 

/aseìi.b.r  —  bcos.bx     _    ,    ^ 
é"^  sen.  h  ./•  //./•=  ,   ,    ,  -  «"  '  +  C 

a'  -j-  Ir 

e^^cos.bxd x=  .   ,    1.  +  '  • 

n  -f-  Ir 
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/ 


Se  è  G{x)  =  a:,  si  ha 

(a  san.  h  x  —  h  cos.  h  x)  x    „„,   , 
rfi"'''sm.hxdx  =  ^       -        .,   ,    ,,  ^    .fi"^-\- 

a'  -\-  o 


,   2abcos.hx  —  (or  —  h-)seìi.bx 
'  (a  -j-  b)- 


OssERVAZiONE.  —  La  integrazione  dei  differenziali  consi- 
derati in  questo  capitolo,  a  chi  ben  consideri,  apparisce  es- 
senzialmente aleatoria,  almeno  sinché  ci  si  propone  di  rag- 
ffiuneerla  col  mezzo  delle  funzioni  conosciute:  i  suoi  resultati, 
il  suo  successo  medesimo,  dipendono  spesso  da  particolarità 
in  apparenza  minime  e  la  via  da  seguirsi  non  è  tracciata  da 
alcuna  regola,  che  abbia  un  vasto  campo  di  applicazione,  — 
È  un  arte  i  cui  procedimenti,  se  si  discostano  alquanto  dai 
tipi  classici  dei  quali  abbiamo  spiegato  il  meccanismo,  non 
possono  esser  bene  insegnati  se  non  dalla  pratica. 
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IX. 


Integrali  di  funzioni  aventi  punti  di  infinito. 


l.rt)  Il  concetto  di  integrale  definito  posto  al  Cap.°  II 
2.  n)  presupj)one  che  la  funzione,  che  si  considera  in  un  in- 
tervallo a....h,  abbia  ivi  un  limite  superiore  ed  un  limite 
inferiore  finiti. 

Sia  f{x)  una  funzione  per  la  quale  ciò  non  si  verifica.  I 
suoi  valori  assoluti  avranno  per  limite  superiore  l'infinito 
positivo,  e  pel  noto  teorema  di  We-jerstrass  (pag.  41)  vi  sarà 
almeno  un  punto  a?,^,  in  ogni  intorno  del  quale  il  limite  supe- 
riore di   !/(./•)  I  è  ancora  il  -f- co- 

Un  tale  imnto  x,^  è  defto  innito  rV  infinito  dalla  f{-f)'.  e  si  noti 
che  questa  definizione  non  escludo  affatto  che  il  valore  della 
/(ce)  nel  punto  x  =  '.r^  sia  determinato  e  finito. 

Se  la/(r)  è  definita,  ad  esempio,  come  limite 

lini,  's  (n,  ./•) 
7t  =  co 

di  un'espressione 'i  («,;;•),  contenente,  oltre  la  .r,  un  parametro 
a  al  quale  si  attribuiscono  valori  via  via  maggiori  di  ogni  nu- 
mero assegnabile,  può  accadere  che,  in  un  punto  .r„,  quel  limite 
sia  il  -j-  00  o  il  — 00  :  mentre  in  ogni  altro  punto  quel  limite 
esiste  determinato  e  inferiore  sempre  a  un  numero  fisso  asse- 
gnabile. 

Se  nel  punto  r,,  si  rigiiarda  come  valore  della  /(./)  quel 
-f-Gc,  o        Go,    desso   ,/\,    sarà    bone  un   punto  di  infinito  dtdhi 
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funzione,  ma  tale  che  sparirebbe  se  le  si  mutasse  il  valore  in 
quel  solo  punto. 

Per  metterci  in  un  caso  semplice,  si  consideri  che  sia  h 
l'unico  punto  d'infinito. 

Si  formi  la  somma 

dove  le  §, ,  5,, 5„  sono  le  parti,  in  cui  si  pensa  decomposto 

l'intervallo  a....h  o  f,  j/^ /„  sono  valori  scelti  arbitraria- 
mente fra  i  rispettivi  limiti  superiori  e  inferiori  della  /(j)  nei 
tratti  0,  ,0,,  ....6^. 

Non  si  può  più  parlare  qui  del  Lemma  di  Dnrhou.ì\  giacche 
manca  una  delle  condizioni  essenziali  per  la  sua  validità:  quella 
cioè,  che  i  limiti  superiori  e  inferiori  ora  detti  siano  sempre 
tutti  contenuti  tra  due  numeri  finiti. 

Infatti  è  presto  veduto  che  qualunque  legge  di  decresci- 
mento si  voglia   immaginare  per  le  6,  scegliendo  convenienti 

valori/,,/.,, /,,  si  possono  ottenere  per  la   s  anche  valori 

grandi  a  piacere. 

Si  fìssi  h  -  3  prossimo  come  vuoisi  a  />  :  la  somma 

^/, +  ^2./". +  ••••  + ^«-i/«-i 

se  le  parti  o, ,  ò,, ....  On-\  coprono  il  tratto  n  ....ì)  —  s,  è  sempre 
inferiore  a  un  numero  finito  fisso,  sinché  è  fisso  b  —  z  :  perchè 

in  n h  —  £  la  /(:/)  ha  limiti  superiore  e  inferiore  finiti.  Invece 

il  termine  (5^/^  =  s/„,  scegliendo  opportunatamente  /„  può 
esser  fatto  grande  a  piacere  :  per  conseguenza,  pei  valori  di  cui 
è  suscettibile  la  somma  s  al  variare  delle  5,.  e  degli/,,  o  non  vi 
è  limite,  o  se  vi  è,  deve  essere  infinito. 

Non  si  può  dunque,  nel  caso  in  cui  siamo,  fondare  il  con- 
cetto di  integrale  sulla  considerazione  di  quella  somma. 

Ricordiamo  che  proprietà  essenziale  dell'integrale  di  una 
funzione  priva  di  punti  di  infinito  è  quella  della  continuità, 
quando  si  riguardi  come  funzione  del  suo  estremo  superiore,  o 
inferiore,  variabile. 

Nella  conservazione  di  questa  proprietà  noi  troveremo  la 
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base  per  la  definizione  dell'integrale  di  una  funzione  con  punti 
d'infinito. 

Ed  ecco  precisamente  in  qual  modo. 

h)  Cominciamo    col    supporre    che   la  /(:*;)   abbia    come 

unico   punto   d'infinito   l'estremo   h  dell'intervallo  a  i,  e 

sia  atta   all'integrazione   in  ogni  tratto  a  h  —  3  dove  3  è 

un  numero   positivo,  che  può   essere  preso   piccolo  a  piacere. 
Esisterà  allora  l' integrale 


6-£ 

',/■ 


iy{x)d., 


e  sarà  una  funzione  del  suo  estremo  superiuuo  b  —  3  ,  finche 
(juesto  è  diverso  da  b. 

Se  imiìiaginaiido  che  b  —  3  tenda  a  b ,  cioè  s  a  zero,  corri- 
spondentemente queW  integrale  tende  ad  un  limite  determinato  e 
Jinito  A,  diremo  che  questo  A  è  V  integrale  della  fxinziane  f  (x) 
nell'intervallo  a  ....  b  :  cioè  si  pone  come  definizione: 


J  f{.r)  d  x  =    lim  J  f{.r)  d  x. 


O  a 


In  modo  analogo   se  fos&e   punto   di   infinito  1'  estremo  a 
si  porrebbe: 

b  b 

ff{x)dx=     lim    ff[.r)d.r. 
Se  fossero  punti  d' infinito  i  punti  x^  ,  x.,  interni,  si  porrebbe 

b  ^1  ~    I  *;~'2  ^ 

j 'f(x) dx  =  ^  lim    J  ff{x)  dx-\-  ff{x)  d X  4-  J  /(./•)  d X  J 

cioè  :  .Si  segregano  i  jinnti  x,  e  x.,  con  gli  intorni  (Xj  —  s^ ,  x,  ,  -(-  ò^) 
(x,  —  e,  ,Xj-(-6,)  e  supposta  la  f(x)  atta  alV integrazione  in  ognuno 
dei  tratti  rimanenti  coman<int'  sieno  presi  i  numeri  3  e  ò ,  si  fa 
la  soìintm.  degli  integrali  estesi  ai  tratti: 
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e  se  aW  impiccolire  indefinito  e  arbitrario  degli  e  e  S  ,  una  tal 
somma  tende  ad    un   limite  determinato   e  finito  A,   questo   dicesi 

integrale  della  f(x)  in  a b. 

Se  i  jjuiiti  d' infinito   sono  più,  sempre   però   in  numero 
finito,  si  procode  analogamente. 

e)  Vediamo  la  condizione  perchè  un  tale  integrale  esista. 
Si  diano  agli  ;  e  o  ,  dei  valori  via  via  più  piccoli  : 
Si       =1      3  1      

^1     ^"i     ^"'i     

-:.,      s;     s",     

.        K     o'I     ò"]     

Se  con  1  si  indica  la  somma  : 

a;, —  E,  =^2—4  '' 

jy{x)dx-^  jy(x)dx-{-  jy{.r)d,r , 

a  X,  -f  '^1  X  -|-  ■?„ 

con  il'  ,  I" ,  ....  i  valori  di  essa  quando  per  gli  =  e  6  si  pongono 
rispettivamente  gli  s'  e  §',  poi  gli  s"  e  0"  ....  e  cosi  via,  affinchè 
esista  un  limite  determinato  o  finito  per  la  successione  dei 
valori 

V         V         V" 

^>-'>- 

sarà  necessario  e  sufficiente  (pag.  2)  che,  essendo  ^  il  solito  nu- 
mero piccolo  a  piacere  si  abbia,  da  un  certo  punto  in  avanti, 

|VW v(*-t-,)|^,. 

ora  è  : 

vw_v(.+  <)  ^  ff{x)dx-{-ff{x)dx-\-jy{x)dx  — 

-  \  j i\-<)d ./■  +  J  /"(^)  dx+J 'f{x) d X    = 

=  -ff{x)dx-\-  fy{x)dx-ff{x)dx  +  jy{.r)da-: 
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bisognerà  dunque  che  all'  impiccolire  indefinito  e  arhitrario 
degli  ESO,  (juesta  quantità  tenda  a  zero  :  ma  ciò  dovendo 
verificarsi,  comunque  siano  scelti  e  comunque  impiccoliscano 
gli  s  e  0 ,  si  richiede  che  i  singoli  integrali  componenti  quella 
somma  tendano  ognuno  a  zero  :  giacché  prendendo  eguali  fra 
loro  ad  es.  i  due  ò^  ,  eguali  i  due  i_,  e  i  due  o^ ,  essa  si  riduce 
all'  unico  integrale  : 


■X,  — 


jy(.r)dj 


e,  —  ., 


ci)  Gli  integrali 

ff{.r)dx     ,     ff{x)dx 

estesi,  come  vedesi,  a  tratticelli  a  sinistra  e  a  destra  di  a;,,  si 
chiamano  integrali  dejlniti  singolari  relativi  al  punto  x^  :  si- 
milmente gli  altri  relativi  al  punto  .?■,. 

Riassumendo  :  neW  ijjotesì  che  la  f  (x)  sia  atta  alV  integra- 
zione in  ogni  tratto  in  cni  mancano  punti  di  infinito,  la  condizione 
necessaria  e  sufficiente  affinchè  la  f  (x)  medesima,  secondo  la  defini- 
zione sopra  stabilita,  sia  atta  all'  integrazione  nelV  intervallo  a  —  b 
è  che,  ognuno  degli  integrali  definiti  singolari  relativi  ai  differenti 
punti  di  infinito  tenda  a  zero,  quando  il  tratticello,  a  cui  e  esteso, 
tende  esso  pure  a  zero  avvicinandosi  al  relativo  punto  cZ'  infinito. 

e)  Quanto  alle  proprietà  degli  integrali,  cosi  definiti,  di 
funzioni  con  punti  di  infinito,  osserviamo  innanzi  tutto  che 
.se /"(.;■),  con  jifi^^iti  di  infinito  in  a....ò,  è  ivi  atta  all'  integrazione, 
non  si  può  dire  che  lo  sia  anche  \f{-i')  | ,  giacché,  se  a; ,  è  un 
punto  di  infinito,  rispetto  ai  suoi  integrali  definiti  singolari 
si  ha,  per  es.  per  «juello  a  sinistra 

\ff{.r)d.r  <f\f{x)\dx: 
ciò  che  dimostra  l'asserzione:  mentre  si  vedo  bouo  che  so  in 
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a....b  è  integrabile  la  \f{x)\i  lo  è  sicuramente  anche  /"(oc), 
quando  si  sappia  che  questa  lo  è  in  ogni  tratto  nel  quale 
mancano  punti  infiniti.  Se  in  un  tratto  mancano  tali  punti, 
e  ivi  è  atta  all'  integrazione  definita  una  funzione  /(a?),  lo  è 
evidentemente  anche  \f{x)  \  :  ma  se  si  suppone  che  lo  sia  questa, 
non  si  può  dedurre  che  lo  sia  (juella,  perchè  tra  le  oscillazioni 
rispettive  D^  e  A^  di  f[x)  e  |/(.r)|,  in  un  tratto  tale  S^  passa 
la  relazione 

/)  E  facilissimo  vedere  che  i  teoremi  a),  6),  e),  d),  e]  del 
n.°  3. a)  Gap."  II  continuano  a  sussistere  per  gli  integrali  di 
funzioni  con  punti  di  infinito. 

Intanto,  si  tratti  ad  esempio  di  un  solo  punto  interno  j\, 
di  infinito. 


Si  ha 


x^  —  i  a 

.Jf{x)dx  =  -jy{x)d.r 


j'f{x)dx=-  Jf{x)dx 


donde 


a  X,  +  5  b  x,  —  £  ' 

eguaglianza  valida  per  ogni  sistema  di  valori  comunque  fissati 
£  e  0  e  valida  quindi  anche  al  limite  per  s  e  o  tendenti  a  zero; 
il  che  costituisce  il  teorema  h). 

Sia  e  un  punto  qualsivoglia  in  a  ....h:  il  punto  o\  cada  in 
a....  e.  È  per  definizione 


\  X,  —  E  e 

J'fi.r)d.r==lim.^  f   _|_    f    y(x)dx 

«  S')="^\a  Xt  +  s) 
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X.  —  2  e  b 


X.  —  i.  e 


=  lim.]f+     f  [f{.r)dx 

b 

+ff{x)dx 

e  b 

-=ff{x)dx  +  ff{x)d^ 

a  e 

In    modo    analogo    si    IratlerebLero  le   altre    proposizioni 
suaccennate. 

g).  Se  è  in  a  —  b 

l<f\{x)<L 

e  fj  (x)  è  ivi  atta  all'integrazione:  se  t',,(x)  è  una  funzione  avente  ivi 
dei  punti  di  infinito,  se  è  sempre  di  un  segno  ed  è  pure  atta  alV inte- 
grazione., allora  è  pure  atto  all'  integrazione  in  'A  —  b  il  prodotto 

giacché,  se  x^  è  un  punto  di  iufiuitu,  si  ha,  pel  1"  teorema 
della  media, 

ff\{^'')fM)dx  =  b   l'Urjd.r 
con 

AkzkU.  —   Voi.   I.  In 
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«j  —  S 

e  dal  tendere  a  zero  con  s  e  S  di     rf^(x)dx  deriva  quello  di 

X.  —  $ 
«j  —  £ 

Ciò  premesso,    col   procedimento   già  usato  a   pag.  61  si 
dimostra  la  formula 

b  b 


che  costituisce  il  1°  teorema  della  media   pel   caso   di  una  fun- 
zione /j  (.y)  con  punti  di  infinito. 

Il)  Siamo  ora  in   grado  di  mostrare  che  1'  integrale 


r^{x)=  ^ff{0c)dx 


riguardato  come  funzione  delV  estremo  variabile  x  è  funzione 
continua  in  ogni  punto  di  a  ..  .  b. 

Sia  X  un  punto  che  non  è  di  infinito  per  la  f{x).  Poiché 
i  punti  di  infinito  sono,  per  ipotesi,  in  numero  finito,  si  potrà 

assegnare    un  intorno  (./■  —  e x-{-d)   nel   quale   non   cadono 

punti  di  infinito  :  preso  ivi  x  -f-  h  si  procede  in  modo  identico 
a  (juello  tenuto  a  pag.  80. 

Se  X  è  un  punto  di  infinito,  si  ricordi  che  per  defini- 
zione è 

a;  —  h  X 

lim.     I  f(x)dx=^  I  f{x)dx] 

h  =  0  a  a 

x  +  h 

quanto  poi  a  j  f{x)dx^  con  x-{li  punto  a  destra  di  .r,  si  ha 

a 

X  -\-  li  a-  —  £  y  -)-  /' 

ff{x)dx=  lim.   ^  ffÌT)dx-hJ'f{x)dx': 


à)- 


0     a  X  +  S 
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donde 

X  +  h  35  —  E  X  -\-  h 

lim.    j  f{x)dr^^=  Um.    j  f{x)d.r-\-  lim.   ^  lim.   J  f(.r)d.r:' 

X  +  h 

^^     j fi'f)^^-^'  ^  l'integrale   definito   singolare  a  destra  di  x: 


X  -1-  ò' 


è  dunque 


Uni.      lim.     I  fi'/sjdx    =o 


e  rimane 

X  +  k  X  —  £  X 

lim.     I  f(x)dx=  lim.     f  f{x)dx=   (  f(x)dx: 

con  che  è  provata  -pienamente  la  continuità  di  's-{x),  anche 
in  un  punto  x  di  infinito  per  la  f{x). 

Ma  possiamo  anche  aggiungere  che  (p  (x)  ha  per  derivata 
f(x)  in  ogni  punto  x,   nel  quale  questa  è  finita  e  continua. 

Sia     X    un     punto     tale:     si     potrà    segnare    un  intorno 

(./• — t ■^' -{- ^^)  in    cui   mancano  punti  di  infinito.  Preso  ivi 

X  -f-  It  isi  avrà 

X  +  h  X 

'f  {X + h)  -  'f  (X)   j  /(./■)  d  X  -  jy{x)  d  X 

=  « "^ =  b 

h  h 

con  0  valore  compreso  fra  il  limite  superiore  e  il  limite  in- 
feriore di  /(./•)  in  x....x-\-h:  e  con  lo  stesso  ragionamento 
usato  a  pag.   137,  si  deduce  che  è  qui  pure 

X 

D.ff{x)dx  =  f{x) 

a 

in  Dgni  punto  ./•  di  continuità  della  f{x). 

k)  Le  due   proprietà   della   continuità  e  delia  deriv<didità 
ora  stabilite  permettono  di  procedere  alla  considerazione  del- 
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l' integrale  indefinito,  precisamente  come  nel  caso  in  cui  f{x) 
è  priva  di  infiniti. 

Ricordiamo  che  per  la  /(./)  è  presupposto  che  in  a....h 
essa  abbia  solo  un  numero  finito  di  punti  di  infinito  e  di 
discontinuità. 

Sia  '|i(.r)  una  funzione  finita  e  continua  in  tutto  a  —  6, 
e  avente  per  derivata  la  fix)  in  ogni  punto,  tranne  in  alcuni 
in  numero  finito.  —  Siano,  per  fissare  le  idee,  j\  e  x^_  i  punti 
di  infinito  della  f{x), 

Si  ha  certamente  (pag.  171) 


ff{x)  dx^<\  {x^  —  Sj)  —  '];  (a) 


J"/ {x)dx  =  ^  (x-,  —  s,)  —  '\  (.r j  +  0,) 

b 

ff{x)dx  =  ^\{h)-^{x^^\)'. 
sommando 

.     a-,-?,  a;j,-fj  b 

ff{x)  d  X  +  J'fix)  d  X  4-  ff  {x)  dx  =  '^  (.•  -  e,)  -  ^  (.X.  +  5,) 

+  ']^  (•'•■i  —  =»)  —  'l' K  4-  "^ 

+  .}.  {b)  -  .].  (a). 

Se  qui  si  passa  al  limite  per  le  s  e  §  tendenti  a  zero,  a 
cagione  della  continuità  di  <\)  (:/),  il  secondo  membro  tende  a 
tj;  (ò)  —  (j>  (a),  che  è  dunque  il  limite  cui  tende  pure   il   primo, 

b 

e  per  definizione  esso  è  l' integrale     ff  (x)  dx:  si  ha  dunque 


a 

che  è  la  formula  già  stabilita  a  pag.   172. 
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K  così  ottenuto  un  resultato  importantissimo  per'la  pra- 
tica del  calcolo. 

Se  si  ha  da  calcolare  V integrale  definito  in  nn  intervallo  a....  b 
di  una  funzione  f  (x)  che  ivi  ha  un  mimerò  finito  di  punti  di  infinito 
e  di  punti  di  discontinuità,  si  vedrà  anzitutto  di  trovare  una  funzione 
't'  (^)  fiiìita  e  continua  in  tutto  a  ....  b  almeno,  e  avente  per  derivata 
la  f(x)  in  ogni  punto,  tranne  in  alcuni  in  mimerò  finito  :  trovata 
una  tale  funzione,  ciò  basta,  senz'  altro  esame,  pier  afi'ermare  che  la 
f  (x)  è  atta  aW integrazione  in  a,  ....h  e  il  calcolo  di  un  integrale  di 
essa,  in  a....b  o  in  un  tratto  qualsivoglia  di  a....b,  si  fa  colla 
stessa  regola  già  tesata  nel  caso  che  f  (x)  non  aljbia  punti  di  infinito. 

Trovata  la  <\  (,/•),  che,  anche  qui,  è  detta  funzione  primitiva 
della /(.r),  ogni  altra  funzione  6  (.x) -f  e,  con  e  costante  arbi- 
traria, serve  egualmente  allo  scopo  suindicato.  Questa  ò  {x)  +  e 
si  chiamerà  pure  integrale  indefinito  della  f  {x)  e  si  indicherà 
col  segno 

rf{x)dx 

l).  Se  f  {x)  è  finita  e  continua  in  tutto  a h  e  /'(./■)  è  la 

sua  derivata,  continua  o  generalmente  continua  e  con  un  nu- 
mero finito  di  punti  di  infinito,  allora  è  f  {x)  certamente  atta 
all'integrazione  in  a....  6.  Ciò  è  conseguenza  manifesta  di 
quanto  sopra  è  detto,  ma  è  importante  notare  che  dal  sem- 
plice fatto  della  esistenza  di  /  {x)  quale  derivata,  sia  pure  de- 
terminata e  finita  in  ogni  punto  di  a....h,  di  una  funzione 
continua /(,/■),  non  si  può  dedurre  che  la /' (.r)  sia  atta  all'in- 
tegrazione definita  \\\a....h\  si  conoscono  infatti  delle  funzioni 
continue  (il  prof  Volterra  ne  ha  dato  il  primo  esempio)  per 
le  quali  si  verifica  il  contrario. 

Dall'essere /(oc),  nella  ipotesi  anzidetta,  atta  all'integra- 
zione, deriva  che  lo  è  anche  \^i  -f/y^  quando  nell'intorno 
di  ciascun  punto  di  infinito  la /'(.t)  si  mantenga  sempre  di 
un  segno  e  inoltre  sia  | /(•/•)  |  >. 7  >  «• 

Per  ./•  in   vicinanza  di  un  punto  di  infinito  è  infatti 

con  e  finito. 
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Donde 


^'l+f{xf<c\f'{x)\ 


quindi 


X,-!ì 


J  a/  1  _L  /'  {x)\  dx<c    C\  f  (./:)  \dx: 


ma  e 


'f\f{,^)\dx-= 


Ix 


x,—i 


e  poiché  l' integrale  del  secondo  membro  tende  a  zero   con    -. 
e  ò,  così  vi  tende  ])ure 


X,—"^ 


JVi+/(:r)^(^:r 

e  del  pari  vi  tendono  gli  altri  simili  integrali  definiti  singo- 
lari :  dimodoché  la  funzione  ^  1 -};-/' (.t)^  è  certamente  atta  al- 
l'integrazione  in  a  —  />,  se  lo  è  f  (x). 

m)  Per  trovare  l' integrale  indefinito  sono,  come  è  naturale, 
applicabili  tutte  le  proposizioni  e  i  metodi  già  indicati  per  le 
funzioni  prive  di  punti  d' infinito  :  dei  quali,  in  sostanza,  nella 
ricerca  di  quello  non  ci  si  deve  preoccupare. 

Noteremo  solo  che  il  mutamento  di  variabile  che  si  ap- 
plica nell'  integrazione  per  sostituzione  può  fare  sparire  i 
punti  di  infinito,  e  può  cosi  dar  modo  di  riconoscere  imme- 
diatamente la  integrabilità  della  funzione  proposta.  Sia 

x^=  x{t) 

la  funzione  trasformatrice  :  1'  integrazione  per  sostituzione 
muta  l'integrale 


ffi^^d 
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neir  altro 

jyix{t)lx'{t)dt: 

ora  se  è  x^  un  punto  di  infinito  della  /(x)  e  i,^  il  valore  di 
t  pel  qnale  è 

a;  (  ^o)  =  ^^0  > 

23UÒ  accadere  che  sia 

«'  (  ^o)  =  0  , 

e  allora  \sl  f  fx  {t)i  x' [t)  può  non  essere  infinita  nel  punto  f^. 
L' esistenza  di  una  funzione  trasformatrice  per  la  quale 
f  lx{t)ì  x  {t)  non  abbia  punti  di  infinito,  basta  a  concludere 
per  la  integrabilità  di  questa  e  quindi  anche  per  quella  della 
f{x)  proposta,  se  si  sa  inoltre,  ben  s' intende,  che  questa  ha  solo 
un  numero  finito  di  discontinuità.  *) 

n)  Se  non  si  riesce  a  determinare  l' integrale  indefinito, 
si  potrà  riconoscere  l'integrabilità  della  funzione  servendosi 
del  criterio  seguente. 

Divenga /(«)  al  tendere  di  x  verso  j\    a   sinistra,  infinita 


')  Senza  entrare  in  uà  esame  intimo,  che  qui  potrebbe  essere  ecces- 
sivo, è  facile  indicare  una  spiegazione  della  cosa. 

Nella  xz=x{t),  a  ce,-,  corrisponda  t^:  la  x'  U)  continua,  sempre  di  un 
segno,  abbia  in   tutto  V  intorno   t^  —  - 'o  "•"  ^  ^'  unico   punto   t^  ,   in  cui 

è  nulla.   —  La  sarà  ivi  infinita,  ma  per  essere  essa  la  derivata  della  fun- 

X'  (t) 

zione  inversa  t^=t{x),  sarà  atta  all'integrazione  nell'intorno  t^  —  ^  ....  t^-i-'i. 
—  Ora  se  per  i  in  tale  intorno  resulta 

|/(xi<~i)  .x' (0  I  ■<«    (finita), 
ciò  significa 

donde,  ad  es.  a  sinistra  di  .-c^, , 

dx 


/'  fax 


^o — -1  >  *o —  ^ì  essendo  i  valori  di  x  corrispondenti  a  t,-, —  =  ,  <„  —  e',  e  il 
tendere  a  zero  con  '^^  e  '^^  del  secondo  membro,  fa  tendere  a  zero  il  primo  : 
il  che  porta  la  integrabilità  della /(x). 
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come  ^    ^-    con  o<^a<^l,   o  di  ordine  minore:    allora   si 

{x^  —  'xy- 

ponga 

{x^  —  xy- 

si  avrà  per  x  abbastanza  prossimo  a  x^  certamente  |  f^  (x)  \  <^  e, 
r  essendo  un  numero  positivo  assegnabile  :  opperò  ivi 


l/(«^) 


<c 


donde 


{j-^  —  a-y 


l/HI<c. 


ce,— £ 

L  -i^'+i  1,- 


<c 


-1^+1 e-fJ 


cli(^  tende  a  zero,  insieme  con  a  e  ^. 

Se  /(./•)  diviene  infinita  quando  x  si  avvicina  a  a?j  a  de- 
stra, confrontandola  con ^-    si    arriverà    a    conclusioni 

{x  —  x;)^ 

analoghe  :  dimodoché  si  perviene  al  resultato  :  se  i)er  x  tendente 
a  un  valore  x, ,  a  destra  o  a  sinistra^  la  f  (x)  tende  alV  infinito  come 

■7 , —  ,  o   ,  —        -  -,  con  o<'iJ. -^l,  6ssa  è  atta  aW  inteqra- 

{x  —  x^^   '       (x,  —  x).'^  '  ---^i  -^    j  y 

zione. 

p)  Possiamo  aggiungere  un  criterio  negativo.  Se  f  (x)  al  ten- 
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dere  di  x  n  x^,  per   esempio   a  sinistra,  divieìie    infinita   di   ordine 

magfjiore  o  eguale  a .  e   inoltre    conserva   sempre   vno   sfesso 

segnOj  almeno  in  nn  certo  intorno  di  x, ,  per  es.  da  vn  certo  numero 
f  (3  X,  ,  allora  f  (x)  non  è  atta  alV  integrazione  in  nessun  intervallo 
che  contenga  il  punto  x  . 

Invero  è  in  tale  ipotesi 


l/fW>c 


X. —  X 


per  ;/•  in  prossimità  di  «,  e  e  ^  o. 
Quindi 


ff{.r)  d..r  i  =  J\f{.r)  |  ^  x  >  e  J-l^ 


>  e  [log.  (.T,  —  x)] 

>  c  [log.  (x^  —  y)  —  log.  i\ 


~t    - 

Al   tendere   di  z  a    zero,    l'integrale  j  f(x)dx  finisce   col 

r 
superare  ogni  numero  assegnabile. 

q)  Di  funzioni   che  hanno  dei  punti  di  infinito,  ci  olirono 

esempio  le  funzioni  razionali  fratte  f(x)=        ,   • 

Ogni  radice  reale  a  della  '\>  (.t),  che  non  è,  insieme,  anche 
radice  della  'f  (./),  è  un  punto  di  infinito  per  la/(./),  edè  cer- 
tamente un  infinito  di  ordine  maggiore  o  eguale  a  J,  rispetto 

a  ,    ,  ;  e  poiché  in  un  intorno  a  sinistra,  ovvero  a  destra, 

I  ce  —  iy.\  ' 


298  INTEGRALI    DI    FUNZIONI   AVENTI    PONTI    DI    INFINITO 

f  {x)  conserva  sempre  uno  stesso  segno,  cosi  non  esiste  deter- 
minato e  finito  l'integrale  della  f  {x)  in  un  intervallo  die 
contenga  qualche  radice  della  i  (x). 

Esempio.  —  Qualunque  siano  a  e  h  è 


f 


b 

d  X 
-   , —  ,  =  are.  tana,  h  —  are.  tana,  a  ; 


è  invece  infinito 

1 

/dx 

—1 

perchè    l'intervallo  — 1 -\- 1  contiene   le    due    radici  reali 

del  denominatore. 

Anche  la  funzione  f(x)=     ,  ha  dei  punti  di 

\  a  ./•  -\-  bx-\-  e 

infinito,   se   il   trinomio   a  x' A;- h  x -\- e  ha   le  sue  radici  a  e  fi 

reali;  ma  se  esse  sono  disuguali,  la  f {x)  diviene  per  se  =  a  e 

cr  ^  j3  infinita  di  ordine  —  e  quindi  se  anche  questi  punti  ./■=7, 

Ci 

a- =  3  appartengono  all'intervallo  di  integrazione,  non  per  que- 
dx 

■\-hx-\-  e 
minato  e  finito. 

Se  poi  è  a  ^  ,3 ,  allora  questo  integrale  è  infinito,  se  l'in- 
tervallo comprende  il  punto  n. 
L' integrale 

dx 


— T ,  esteso  ad  esso,  cessa  di  essere  deter- 


J  Vl  —  x 

0 


si  riferisce  ad  una  funzione  che  diviene  infinita  per2'=l.  Si 
riconosce  subito  in  più  modi  che  esso  ha  un  valore  determinato 
e  finito.  Si  può  porre  x  =  sen.  t  e  quello  si  trasforma  nell'altro 


2 
't 
0 


.^ 
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il  cui  valore  è  —,  Si  può  ancora  osservare  che   l'integrale  in- 

d^fìni^o 

d 


/dx 
VI- 


—  =  are.  sen.  r 


è  funzione  continua  nell'intervallo  o 1  e   (juindi  auche  per 

questa  via  è 


1 

dx  n        - 

zrrr  ==  aVC.  SeTÌ.  1  arC.  Sfili.  0  ^^  — 


/d  X 


Si  può  trattare  in  modo  analogo  l' integrale  più  generale 
X.      dx 


dove,  come  dianzi,  la  radice  quadrata  è  da  prendersi  positiva. 
Si  ponga 

X  =  a  sfiìi.  t ,  donde   va"  —  x'  =  a  cos.t; 

si  ottiene  se  è  a^  o 


a  2 

/dx  /»  ;: 


se  invece  è  a  <^o 


Si  è  trovato 


.  ,       =  %•  (-^  -r  '0  +  ^'i  per    x-^a^o 
.1  -f-  a 


dx 


(       ,       =  %•  (—  ar  —  a)  +  ^', ,  per  x-\-a<io: 
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poiché  qui  l' integrale  indefinito  è  funzione  finita  e  continua 
per  ogni  valore  di  .r  finito  e  diverso  da  zero,  così  ciò  basta 
per  il  calcolo  di  qualunque  integrale  definito 


J 


i 
/»    dx 


X  -{-  n 


dove  e  e  cZ  sono  ambedue  maggiori  di  — a,  o  ambedue  minori: 
del  resto  anche  dal  criterio 7^),  (pag.  296),  qui  subito  si  riconosce 
che  sarebbe  infinito  quell'integrale  se  in  e  —  d  fosse  contenuto 
il  punto  x  =  -^  a. 

Similmente  dicasi  dell'  integrale 

Mx-{-N        ,         2  a 


/        a   ,     ' —  .dx=^     -  log.  {ax  -\-h x  +  e)  + 

^   ax  -\-ox-{-  e  M 


a           ,       /^ax-\-b—v  b^—Aac\    ,    ^ 
I       .  ^  .  log.  { .-       -     -  -   1  +  C; 

Vb^—4ac  V2ax-\-b-\-\^b'~4:ac/ 

esso  serve  al  calcolo  di  qualunque  integrale  definito  in  un 
intervallo  che  non  comprende  alcuna  delle  due  radici  x^  e  ce, 
del  trinomio  a  x^  -\-bx  -\-  e. 

Nel  caso  che  ./;,  e  x^  siano  immaginari,  l'espressione 

/  — s j —dx=  ^c-  l {a x'  -\-bx  +  c)-[- 

a  2ax-\-b 

■     -4 .  are.  tana.  --^-  ---__-- 

8aW4:ac  —  b'  V  4,ac  —  b' 

serve  allo  scopo  predetto  in  qualunque  intervallo. 
Se  è  x^  =  X, ,  1'  espressione 

/        2.7        I       dx=         /.(ax  -\-bx-\-c) -. 

•■^    nx  -\-  bx  -\-  e  Za  l       ,     ^ 

'•(■'■  + 2  a, 

•       •  11  1  ^* 

serve  m  ogni  intervallo  non  contenente  il  punto  x'  =  — ^r— ~ 
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Così  l'integrale,  per  a^o 

/'    ,-^^ --  =  ^-  loiJ.  '^h-{-2ax  +  ^2.  v/à^/c^*  +  èr  +  c| 

'-    V ax*-{-hx-\-c       V  a  1  J 

serve    per    qualunque    intervallo    finito,    se   è  1/  —  4  «  e  <^  o  o 
h-  —  4  a  e  ^  0  :  ma,  se  è  è*  —  4  a  e  =  o  ,  serve  per  intervalli  non 

contenenti  il  punto  ./•  =  —  : —  . 

2  a 

Non  occorre  insistere  altro. 
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X. 


Integrali  di  funzioni  in  un  intervallo  infinito. 


1.  a)  Sia  f{x)  data  neU' intervallo  da  «  a  co  ,  o  da  «  a  — co 
0  anche  da  —  co    a  -f-  od  . 

Sia  continua  o  generalmente  continua  in  ogni  tratto  finito, 
e  se  essa  vi  ha  dei  punti  di  infinito  ne  abbia  solo  un  numero 

finito  e  sia  ivi  atta  alla  integrazione. 

b 

Si  consideri     j  f{x)dx:  per  ogni  b  finito   esso   esiste  de- 

V-' 

a 

terminato  e  finito  e  se  al  crescere  indefinito  di  h  ,  quell'  in- 
tegrale tende  ad  un  limite  determinato  e  finito,  un  tale  limite 
sarà  detto  integrale  definito  della  f(x)  ìieW  intervallo  da  a  aW  co  : 
dimodoché  per  definizione  è  : 

/  f{x) dx=    lim      I  f{x)  d ./• . 
a  b  =  (Ca 

b)  La    condizione    necessaria   e   sufficiente    perchè   questo 
integrale  esista  è  che  la  differenza 

b  b'  b< 

J'f{x)dx-j'f{x)dx=-~ff{r)dx 

a  a  b 

al  crescere  indefinito  di  b  tenda  a  zero,  essendo  b'  un  numero 
qualsivoglia,  anche  variabile,  maggiore  di  b. 

e)  In  modo  analogo  si  tratta  l' integrale  nell'  intervallo 
da  a  o  —  co  . 
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Per  definizione  si  pone  : 


b 
'ce. 


j  f{x)dx=    lini      1  f  (./■)  d 

a  6  =  G0  a 

—  b< 

e  ]a  coudizione  di  esistenza  sarà  che    f  f(x)dx  tenda   a  zero 

—  b 
al  tendere  di  6  a  -|- ^  ?  essendo  b'  comunque  maggiore  di  b. 

d)  Mediante  la  sostituzione  «  =  —  t  si    può   ricondurre 
r  ultimo  integrale  al  precedente. 

Invero,   è,  per  ogni  valore  di  b  : 

—  b  b 

ff{x)d.T=~ff{-t)dt, 
a  —  a 

per  6  crescente  verso  -|-  <^  ?  ^i  ^^^  dunque  : 

—  oc  ^ 

J^f(x)dx  =  —  J  V(  —  t)dt 


e  l' integrale  del  2"  membro  appartiene  al  primo  tipo, 
e)  Pure  per  definizione  si  pone 


/  f(x) d x  =    lini.       f  f[x)dx  , 


''  =  00-6 


dove  si  fauno  crescere  6  e  e  indefinitamente  e  arbitrariamente. 
Condizione   necessaria   e   sufficiente    per    l' esistenza    dell'  in- 
tegrale : 

l'f{x)dx 
è  che  ognuno  dei  due  integrali 

—  b'  e' 

ff{x)dx  ,  ff{x)dx 

—  b  e 
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tenda  a  zero,  al  crescere  di  6  e  e,  ed  essendo  V  comunque 
maggiore  di  6  e  e    maggiore  di  e. 

V^  anche  da  notarsi  che,  essendo  per  ogni  coppia  di  valori 
6  e  e 

e  a  e 

ff(x)  dx=  ff  (.r)  d  X  +  j  /  (.0  d  X 

—  b  ~b  a 

con  a  valore  intermedio  tra  —  ò  e  e,  se  ne  trae  : 

co  <*  00 

ff{.r)dx  =  Jf{x)  dx-\-J'f{x)dx 

_  «-  .        _  ce  n 

e  anche 

=  -ff{-^x)dr  +  ff{x)dx, 

—  a  a 

cioè  r  I  f{x)dx  può  esprimersi  per  gii  integrali  dei  tipi  ])re- 

_  ce 

cedenti. 

Una  funzione  ']>{x)  come  si  sa  si  dice  continua  tdV  ìnjin'do^ 
se  per  i  valori  di  essa  al  tendere  di  x  all' od,  esiste  un  limite 
che  coincide  col  valore  particolare  nel  punto  co ,  ovvero  si 
assume  come  tale. 

Se  si  considera  l' integrale 

X 

j'f\x)dx. 

a 

come  funzione  del  suo  estremo  superiore  x  variabile,  essa  è 
sempre  finita  e  continua,  anche  all'  co  :  giacché  per  defini- 
zione è  appunto 


oc  ~ 

/  /  (./■)  d  X  =    livi.     j  f{x)d  X. 


a?=GO 
Di  più,  esso 


ff{x}d<r. 
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ha  per  derivata  /(.r)  in  ogni  punto  ./:  a  distanza  finita,  nel 
quale  questa  è  finita  e  continua  ;  come  è  già  stato  stabilito 
a  pag.   137  e  291. 

Suppongasi  determinata,  in  qualche  modo,  una  funzione 
(f/(x)  finita  e  continua  in  tutto  l'intervallo  a....  co,  inclusi 
anche  gli  estremi,  e  avente  per  derivata  la  f{.r)  in  ogni  punto 
./■  a  distanza  finita,  eccettuati  alcuni  in  numero  finito  in  ogni 
tratto  finito. 

Allora  si  avrà  (pag.  172  e  292) 


//(x)^.7;  =  'K-''0-'K«) 


per  ogni  estremo  x  finito.  Si  faccia  in  questa  eguaglianza 
crescere  x  :  esiste,  per  ijDotesi,  un  limite  '}(co)  —  'l(a)  pel  se- 
condo membro  :  esisterà  dunque  anche  per  il  primo  :  la  f(x) 
è  quindi  atta  all'integrazione  nell' intervello  a....  ce  e  si  ha: 

oc 

/  f{x)  cZ  a?  =  ó  (  oo)  —f\i  (a). 

a 

Vale  dunque  anche  pel    calcolo   degli   integrali   in   inter- 
valli infiniti,  la  considerazione  dell'  integrale  infinito.  Quando 

00 

si  ha  da  calcolare  ad  es.  :     /  f{x)dx  ,    f(x)    essendo   continua   o 

a 

generalmente  contimia  in  ogni  tratto  finito  e  potendo  ivi  avere  an- 
che lui  numero  finito  di  inaiti  cZ'  infinito,  si  tenterà  di  trovare  una 
funzione  <^^{x)  finita  e  continua  da  jjcì'  tutto,  anche  all'oc  e  avente 
per  derivata  la  f (x)  in  ogni  punto  x  a  distanza  finita,  fatta  al 
più  eccezione  per  dei  punii  che  cadono  in  numero  finito  in  ogni 
tratto  finito.  Il  trovare  una  tale  <\  (x)  basta  per  concludere,  senz  altro, 
che  la  f(x)  è  atta  (di'  integrazione  nelV  intervallo  a co  che  si  con- 
sidera e  che  si  ha  : 


J/(.r)fZa;=.;(Go)-.Ka) 


precisamente  come  nel  caso  di  intervalli  finiti. 

Arzelà.  —  Voi.  I.  20 
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La  (|;(a;)  o   anche  la  <^^{x)-\~C  dicesi,  al  solito,  pWm^i'ya  o 
integrale  indefinito  della  f  (x). 

Per  un  altro  intervallo  a —  oo,  o  —  co  +G'^)SÌ  pro- 
cederebbe in  modo  analogo. 

g)  Ben  s' intende  che  se  non  si  riesce  a  determinare 
r  integrale  indefinito,  non  devesi,  perciò,  riguardare  come  in- 

finito  o  non  determinato,  l'integrale    j  f{x)dx\  per  accertarsi 

re 

allora  che    questo   è   determinato  e  finito  bisognerà  applicare 

la   definizione  data   precedentemente:  esaminare  cioè   comesi 

comporta  al  crescere  di  ò  l'integrale  definito  singolare  jiel  punto 
b' 

-f- ce ,    j  f{x)dx\    ovvero,    l'altro    analogo    pel    punto    — ce 

b 

-b'  -c^ 

i  f{x)dx,  ove  trattisi  dell'integrale    j  f{x)dx. 

—  b  a 

L' esame  poi  dei    singoli  integrali    definiti   singolari   può 
essere  evitato  mercè  1'  uso  delle  seguenti  considerazioni. 

h)  Si  possono  indicare  delle  classi  di  funzioni  per  le 
quali  è  verificata  la  condizione  Z>),  cioè  che  l'  integrale  definito 
singolare  relativo  al  punto  -\-  co  converge  a  zero,  quando  il  tratto 
a  cui  esso  è  esteso,  si  sposta,  allontanandosi  il  suo  estremo  inferiore 
indefinitamente  verso  il  +  co  . 

La  /(a?),  al  crescere   indefinito   di   x  divenga  infinitesima 
di  ordine  [j.  ^  1  ;  si  avrà,  per  x  da  un  certo  punto  in  avanti 

'^!j--^'  <g     con  g  finito  : 


donde 


xv- 


.-fi+l    ^^b 


b'  \  b'  b' 

ff{^)dxSj'\f{x)\dx<gf^^<g    _.     .   ^j 

b  \         b  b  L  .     n^ 


=n  — 1— :;- 
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che    al    crescere    indefinito    di  beh'    tende    evidentemente  a 
zero. 

Sono  dunque  atte  nW  integrazione  in  un  intervallo  di  ampiez- 
za infinita  le  funzioni  die  al  convergere  di  x  verso  -f-  co  ,  o  verso 
—  00 ,  divengono  infinitesime  di  ordine  maggiore  di  1. 

k)  Se  invece  f{x)  per  x  da  un  certo  punto  in  avanti 
conserva  sempre  uno  stesso  segno  e  al  convergere  di  ìb  a  -f-  co  , 
a  — co,  diviene  infinitesima  di  ordine  |j.  <  1 ,  certamente  non 
è  atta  all'  integrazione  in  un  intervallo  infinito. 

Invero,  è,  da  un  x  in  avanti 

''^  !^  ^  '  >  g     ,     con  g  finito, 

X 


eppero 


1/(^)1  >-f 


e 

\        b  \  b  b 


J  f{x)dx   =J'\f{x)\dx>gJ  --  =g[logx]=g]log.ò  —  logr(: 


dx        ..       \ 
r 


Y  si  supponga  fisso  e  da  y  in  avanti  /(a;)  conservi  sempre  uno 
stesso   segno,    mentre   h    cresce  all'  co  ;  è  manifesto  allora  che 

00 

1  f{x)dx  è  pure  infinito, 
r 

Esempi.  —  Sia  ?/  =  -t  nell'intervallo  i  ....  co  .  Avendosi 

''       x^ 


I''II  —  —  }l 


sodisfacente  alle  condizioni  richieste  per  l'integrale  indefinito 
nell'intervallo  1  ....  oo  ,  si  otterrà 
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Se  invece  l'intervallo  è  quello  da  0  a  go  ,  la  funzione 

X 

cessa  nel  punto  x=^o  ài  essere  finita,  e  invero  anche  osservando 
che  questo  punto  è  per  la  funzione  —,  un  punto  di  infinito  di 

1  */7 

ordine  2  rispetto  a  —  ,  si  vede  che   j  — ^  ^^'^  è  finito. 


E 


X 

0 


co         , 

/  :j— - — I  =  Um. are. tang. x  —  are. tang. o=  ~ 


37  =  00 


dx 


rax  ,.  ,. 

- — j — I  =  lim.  are.  tang.  x  —  iim.  are.  tang.  x  =  tc 

oo 

/  e  —  ^' dJ .7;  =  —  Um. e~^'-[-e~"  =  e~'* 


a;  =  oo 


Ricordiamo  di  aver  trovato  (pag.  211) 

/»  dx  1  ^ax-\-b      ,    ., 

/   — TT-r-i r—  = ; 1 .  are.  tana.  —.- -f"  ^ 

J  ax^-\-hx  +  e      8a-A/4ac  — 6'  A/4ac  — 6* 

se  è  4ac  —  b^^o. 

Se  è  a'^o  resulterà 

r ^^   ^  _  *^     f  Um.  are,  tang.    ^^±±_  _ 

J   ax^  +  bx+e       Sa' Véac  — ò'Ì£c  =  oo  \/4:ae  —  V 

2ax+b   1 

—  um.  are.  tana.  — , ,—  > 

^  A/4ac  — 6*j 


x  =  o 


1  ^:^  i 


are.  tang.  - 


8  a- a/4  a  e— 7;*  j_'^  ■       ''\/4rtc— ò 


cZ  .'/• 


./  ax*'-Ji-bx-\-e~^^^7J^7—h^  ' 
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Invece,  essendo  ancora  a  ^  o 

dx 


J 


"^^ax*  -\-bx-{-c 


non  è  finito,  perchè  al  tendere  di  x  all'oo  ,  la  funzione  ax^-l-b:i-\-c 
da  un  certo  valore  di  x  in  avanti  ha  sempre  il  segno  di  a  e  la 

— — diviene  infinitesima  di  ordine  eguale  a  quello 

Vax*-^bx-^c 

di  —y^  ;   e  del  resto  anche  l' integrale  indefinito 

^x  IP 'X 

I     /      .   .    v-^  -=="7-%-  )h  +  2ax  +  'l\^aWax^-^hx-\-ci 
-    Vax^-^-lx  +  c       Va         i     ^  0 


per  j7  =  oo,  è  infinito. 
Sia  da  calcolare   - 


P  dx 

»/  a^cos.*x 


x-^-h^  sen.^  x 

u 

Si  ponga  t=tang.x  :  vi  è  l'invertibilità  fra  ce  e  t  in  tutto 

r  intervallo  o :r  per  x,  e  —  oo oo  per  la  t. 

Si  ha 

'^''  — Ì4_i«  '  a'cos.''x-j-b*senrx~a'-\-hU' 

e  se  si  applica,  senza  altra  avvertenza,  il  cangiamento  di  va- 
riabile, ne  segue 

/dx  /'      dt 

a*cos.*x-^  b*  sen*  x      ^  a*  -f -  6*  «* 

o  o 

eguaglianza  assurda  perchè  il  1°  membro  è  certo  diiferente 
da  zero,  avendo  tutti  i  suoi  elementi  positivi  ;  il  2"  invece  è 
zero. 

Si  osservi  che  la 

t  =  taiuj.  X 
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ha  nel  punto  x  =  ~  un  punto  di  infinito   e  di  discontinuità: 
Zi 

si   deve    dunque   spezzare   o....-   in    due    intervalli  o....—  e 
—  —  TT,  e  allora  è 


r-  dx  /•  dx 

«/   a^cos.'^  X^h^  sPAi.^x       -J  a*cos.^x-\-¥  seji.^x 

0  o 

f       ,       dx  . 

..''   a  COS.  X  -\-  b  sen.  X 

re 

per  X  variabile  in  ciascuno  dei  due  o — -^  ,  -^  —  ;rè  legit- 
timo porre 

f  =  tang.  x 
e  si  avrà 

/dx  p      dt  /->      dt 

a' COS.'  X  +  fr  sen.'  x^  J  a'-fJH'  ~^  J  ? +~6V 

o  n  —oc 

co 

o 

=  — j  ^  (ne  h  di  segni  eguali) 
Ancora  se,  a  e  Z»  essendo  positivi,  per  calcolare 
fffax-^~Jdx  , 
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SI  pone 

ax  -\ =t , 


X 

ne  segue 


che  non  ha  significato. 

La  singolarità  qui   nasce    dal  non  essere  x  e  t  invertibili 
neir  intervallo  o oo  per  la  :r. 

Mentre  x  percorre  il  tratto  o V/ — ,  t  decresce  da  oc- 
ai  minimo  2  Va  h  :  e  quando  .r  varia  da  \/  —   a  co  ,  i    cresce 

da  2  V ah  a  oo  . 

Nel  1°  tratto  si  avrà  dunque 


,    ^)  t  —Vt*  —4:ab 

(i'jr-t-~z=t     con  x= TT — : 

^  la 

nel  2° 

.    ^  t-\-  s^^  —  ^ah 

ax-\-—^=i     con  x= — : 

^  2  a 

epperò 

//(-■+~)<^-=//(«..  +  ^)''.'+//(<..'  +  4)'' 

Is/ah  


-//("•<'+-^0 


2  v/a6 
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2  V  a  h 


2  \/ab 

All'  integrale 


^     n\^e  —  4:ab 

2  s/al 


.dt 


psen.  X  - 
/  a . 


non  è  applicabile  alcuna  delle  proposizioni  precedenti,  perchè 
essendo 


se».  X 
Lim.  =  0 

X  =  00     ^ 


S6)ì,  X 

al  crescere  indefinito  di  v  la  funzione  '     "'     diviene    infiuite- 

X 

sima  come- — ,  e  muta  continuamente  di  segno. 

X 

In  tal  caso  si  può  spezzare  l'intervallo  o oo  nei  singoli 

tratti  (o,  z),  (tu,  2  ::),....  in  ciascuno  dei  quali  la       '      conserva 

sempre  uno   stesso   segno   e   ridurre   così    l'integrale   ad   una 
serie 


/sen,  X  ,  r>sen.  x  ^      ,     /  ^sen.  x  , 
dx=  I      —  dx  -\-  I  dx-^-  — 
x                  J       X                  ^        X 


e  la  questione  è  ricondotta  a    studiare   la    convergenza   della 
serie. 

Si  vede  subito  che  essa  è  a  termini  alternativamente  pò- 
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sitivi  e  negativi  ,  inoltre  che  i  termini  vanno  decrescendo  in 
valore  assoluto  giacché  è 


2r: 


seii.  X  j  /"'sen.  {x  -f-  z) 


/-sen.  X  -  / 

./         X  'J 


xJr- 


d 


J    X  +  IZ 


e  per  ogni  x  tra  o  e  -  si  ha 

sen.  X        sen.  x 
x  +  ~  ^  1c~~   ' 

r  essere  poi  generalmente 

f'sen.x        I  rsen.(x4-nz)       \  1        \  r 

J  dx  —   /  -dx,<Ì7 — ,   ..,       /  sen.(x-[-n-::).di 

mostra  che,  col  crescere  di  »,  tendono  a  zero. 

La  serie  è  dunque  convergente  :    ma   non   è  convergente 
assolutamente  perchè  è 


2 


/'sen.  X  -     ^      rsen.  x  ,  i 
dx^   I             rf.A=  — 
X                «^       t:                  - 


>  I  sen.  {^  -\-7:)\  j  /  •  |  sen.  {x-\-t.)\  2 


psen.^x^.)l^  r 


dx  = 


-[-  iz  ^  2  u  2  JT 


dimodoché 


/*  I  sen.  aj|,^2/ll  \ 
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Si  conclude  che  è  finito    /  —  ^  dx,  ma  non  lo  è 

0 

oc  .  , 

J^  sin.  X  I    , 
■ -dx. 
X 
o 

co 

y*  SS)l    X 
■ — '- — dx  non  è  qui  il  luogo 

o 

di  determinarlo. 

00 

—  '—dx   si    può    del    resto    provare    assai 

0 

rapidamente,  servendosi    del    secondo   teorema   della   media  (pa- 
gina 104). 

Se  a  e  ò  sono  due  numeri  positivi   qualunque  ed  è  a  <^  ò, 

il  fattore  —  decresce,  per  x  variabile  da  a  a,  h  :  si  può  dunque 

X 

scrivere 

b  t  b 

f'sen.x     ,  Ir  7      t     1     /'  7 

/  .dx= —    /  sen. T . d X -f- -r-    I  sen.xdx 

-J       X  a  ^  0  ^ 

donde 

h 

/sen.  X    - 
.dx 
X 

a 

e  per  a  e  b  crescenti  indefinitamente  è  manifesto  che  si  ha 

h 

/-sen.x 
hm.      I  dx  =  0 

l\  =  a:>a 

che  è  appunto  la  condizione  di  esistenza  dell'  integrale 

/'sen.x  - 

/ dx. 

*J       X 

0 

Con  metodo  analogo  si  possono  trattare  gli  integrali 

00  00 

/  seii.{x*)dx     ,       /  cos.(x^)dx. 


2        2 
a         o 
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Si  spezzi  l'intervallo  0  ....  co  negli  intervalli  parziali  0....  '^/ .^ 
\^ Ti  ....  \^'^Tzi  •'•■   Vìiz  •'••   A^(n-f-l)7r:  si  avrà 


vr 


\/2t 


/  .se»,,  {x^)  dx  =  I  sen.  [x^)  d  x  -\~    j "^   /  • 


V  (rt+l)^ 


\/'it 


i/nit 


Ora,  ponendo  aj*  =  tu  -)-  <",  si  trova 


/  SPM.  (.x^)  d  .T  ^=    I  sen.  (-  -{-  t  ) .  —i— 

A/(n  +  l)7r 


idi 


\/  il  7t 


4-^^ 


/'"+'^'^      tdt 


e  allora  si  vede  anche  bene  che  è 


V  (m  +  2)  :t 

/  sen.  (a?*)  cZ  a? 

a/(«  +  1)  71 


\/(n+l)Tr 

sfiji.  (oj*)  d  X  : 

\/n  - 


inoltre,  avendosi 


Vtc 


\/(n+l)TZ  I 

f^sen.  (x^)  e?  X   <  ^/(;^4-  1^  tu  —  V/Ttt  =  -,-  ,      , 

"  ,—  '      '      '  .  ^/n  4-  \/m  +  1 


si  vede  che  è 


^/Cn^-l)1^ 
/m.     /  sen.  («*)  J  ./•  =  o 


7i  =  00      . — 


con  che  rimane  provata  la   convergenza  della  serie   in  cui  è 

oo 

decomposto   /  sen.  (.r^)  d  :v . 
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Ma,  più  brevemente,  si  può  scrivere 


r 


sen.  (cc^)  2  ac  (Z  oj 
2x 


~-  COS.  X' 

2x 


i>         -,       ^ 

1      rcos.  X     , 


e  osservare  che  al  crescere  indefinito  di  a  e  b,  il  1"  termine 
del  secondo  membro  tende  certo  a  zero,  e  vi  tende  sicuramente 
anclie  il  'i**,  perchè  la  funzione 


COS.  (ce*) 


per  .r  =  oo  diviene  infinitesima  di  ordine   maggiore  o   eguale 
a  — , ,  ed  è  perciò  atta  all'integrazione  nell'intervallo  0....00. 

X 


Cosi  è 


lim.      I  sen.  (x^)  d:r^:^o. 


b  \ 


Costruendo  le  curve 


sen.  X 

X 


y  =  sen.  {x^) 

si  ha  la  visione  geometrica  della  finità  degli   integrali   corri- 
spondenti. 
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XI. 


Lunghezza  di  un  arco  di  curva. 


1.  a)  Possiamo  ora  anche  dare  un'  altra  applicazione  del 
concetto  di  integrale  :  possiamo  cioè  esprimere  con  un  integrale 
la  lunghezza  di  un  arco  di  curva. 

Poniamo  anzitutto  la  definizione  di  lunghezza. 

Sia  y=f(x)   una    funzione    continua    in  a b  e  avente 

derivata  f{x)  continua  o  generalmente  continua. 

Si  immaginino  infinite  suddivisioni  dell'intervallo  a b 

in  parti  Bg  e  inscritte  nella  curva  rappresentativa  le  corri- 
spondenti poligonali  i  cui  lati  abbiano  per  proiezione  sul- 
1'  asse  X  le  parti  o^  :  se,  comunque  siano  scelte  queste  yarti^  co- 
munque si  voglia  pensarle  tendenti  simultaneamente  a  zero,  sempre 


l'i  il.  Iti. 

avviene  che  le  lunghezze  delle  corrispondenti  poligonali  tendano  ad 
un  limite  determinato  e  finito,  un  tal  limite  si  chiamerà  lunghezza 
dell'  arco  considerato. 
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Si  noti  che  se  l^  è  il  lato  che  ha  per  proiezione  S^  ,  5^.  ed 
Ig  tendono  a  zero  insieme  (Fig.  16),  giacche  è 


e  la  f(x)  è  supposta  continua  :  per  conseguenza  nella  defini- 
zione posta,  al  decrescere  indefinito  e  simultaneo  delle  d^  sì  puh 
sostituire  quello  delle  l^. 

Come  si  vede,  il  concetto  di  lunghezza  dato  qui  è  l'esten- 
sione di  quello  della  Geometria  Elementare. 

Troviamo  l'espressione  di  quel  limite. 

Consideriamo  anzitutto  il  caso  che  sia  sempre,  almeno  nei 
punti  interni 

|/'(a;)|<^  ,  ^l  finito. 
L' intiera  poligonale  ha  per  lunghezza 


4 = v  z, = V  y/  e/  +  K-n^s + KKY 


dove  i  6,  sono  numeri  compresi    tra  0  e    1  e  la  1  è  estesa  a 
tutte  le  parti  o^  segnate  in  a  —  h. 

Passando  al  limite  per  le  o,  tendenti  a  zero,  nell'  ipotesi 
posta,  esiste  certamente  pel  secondo  membro  un  limite  deter- 
minato e  finito  che  è 


^=f^'l+f{xf.dx 


Consideriamo  poi  che  vi  siano  alcuni  punti  in  cHÌ]&f'{.r) 
non  esiste,  ovvero  è  infinita  ;  e  in  quest'  ultimo  caso,  nell'  in- 
torno di  ciascuno  di  tali  punti,  Ia/'(j')  medesima  si  mantenga 
sempre  di  un  segno  e  di  più  sia  sempre  \f(x)\'^g^o.i) 

Per  fissare  le  idee,  siano  x^  e  a,-,  i  punti  d'  eccezione.  Se 
sono  punti  di  infinito  per  la /'(a-),  si  sa,  (pag.  293)  che  essi  non 


')  Ricordiamo  che,  dicendo  infinita,  si  vuol  dire  che  nell'  intorno  del 
punto  considerato  il  limite  superiore  di  \f'  {x)  \  è  infinito  :  nel  punto  me- 
desimo ^.oi  la/'  {x)  può  avere  valore  determinato  e  finito  e  anche  non  averne 
alcuno. 
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tolgono  r  integrabilità  alla  '^  l-{-f'(xY:  se  in  essi  la  f'x) 
non  ha  valore,  si  piiò  a  questa  pensare  ivi  attribuiti  valori 
qualsivogliano,   senzachè    (vedi    anche    a    pag.    60)    parimenti 

cessi  l'integrabilità  di    '^    l-\-f''xY. 

Si  immagini  una  poligonale  qualsiasi  inscritta  nell'arco  di 
curva  :  si  distinguano  in  essa  i  pezzi  corrispondenti  al  tratto 
di  curva  in  cui  cadono  i  punti  di  ascissa  cr^  e  a;, ,  i  quali 
pezzi  resulteranno  composti  o  di  un  lato  solo  della  poligonale, 
ovvero  di  due  lati  concorrenti  nel  punto  di  ascissa  ./;, ,  o  ;r .  1) 
La  poligonale  così  apparirà  decomposta  in  cinque  pezzi  :  il  1*^ 
avente  per  proiezione  sull'asse  x  il  tratto  a....x^ — òg  :  il  2" 
avente  per  proiezione  il  tratto  x^  —  òg    ....  a:'^ -j- o, +i  :  il  3°  il 

tratto  :t\  +  ^«,+ 1  ■  •  •  •  •^'-2  —  '^« ;  5  il  4°  il  tratto  x^  —  o^., ce,  -{-  ^«,  + 1  ^ 

infine  il  5°  il  tratto  x,-{-òg^  +  i b. 


E  evidente  che  il  2°  pezzo  e  il  4°,  all'  impiccolire  inde- 
finito di  tutti  i  lati  della  poligonale,  tendono  a  zero  :  il  limite 
dell'  intiera  poligonale,  all'  impiccolire  dei  lati,  coincide  con 
quello  della  somma  dei  pezzi  1^,  3",  e  5°:  i  quali  tendono  ri- 
spettivamente come  resulta  dal  caso  già  considerato,  ai  limiti 
rappresentati  da 

.0,-5  a-„-S  b 

f^^T+fW-dx,     f^^l+fW-d.r,     f^\+f{x)\dx. 

Al  tendere  simultaneo  a  zero  di  tutti  i  lati  della  poligo- 
nale, e  quindi  anche  delle  quantità  6^,  ,  ^s,+  i ,  §»„  ,  §«j+i ,  la 
somma  di  quei  tre  integrali  ha  per  limite 


f 


v^l+/(.f)'.c?.r 


con  che  rimane  provato  che  in  ogni   caso  /n  lunghezza  deWarco 

')  Ammettiamo  che,  se  si  spozza  un  arco  in  più  parti  mediante  alcuni 
punii  sognati  su  esso,  la  lunghezza  totale  sia  la  somma  dello  lunghezze 
delle  parti. 
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di  curva,  definita  come  sopra  è  stato   fatto,  è  rappresentata  da 
queir  integrale. 

b).  L'integrale 

X 

J'^^l-{-f~{x)\dx 

a 

rappresenta  la  lunghezza  S  (,r)  dell'arco  i  cui  estremi  hanno  per 
ascissa  a  e  x:  esso  è  una  funzione  di  x  sempre  continua,  come 

si  sa,  e  ha  per  derivata  (pag.  138;  ^^1  +  f'{xY  in  ogni  punto  in 
cui /'(a;)  è  finita  e  continua  e  per  differenziale 

d  s  =  ^^1  -{-flxf.     dx  =  ^d7i^-  +  dy' 

Se  si  ricorda  (pag.  154)  il  significato  geometrico  di  dx 
e  dy ,  sì  vede  che  il  differenziale  dell'  arco,  cioè  l' elemento  di 
arco,  è  il  tratto  di  tangente,  compreso  tra  il  punto  di  contatto 
di  ascissa  x  e  il  punto  di  ascissa  x-{-dx. 

La  lunghezza  di  un  arco  di  curva  viene  così,  in  certo 
modo,  ad  essere  considerata  come  somma  di  infiniti  tratticelli 
contati  sulle  tangenti  alla  curva  nei  varii  punti  che  servono 
a  decomporla  in  parti  infinitamente  piccole. 

e)  Se  M  e  M'  sono  due  punti  sulla  curva  di  ascisse  x  e 

x-{-h  e  MM'  è  la  lunghezza  della  retta  che  li  unisce,  e  MM' 
V  arco  sotteso,  si  ha 

x+h 


MM'        J\/l-{-f{xf.dx 


MM'  ^/^^'  +  ry 


(/i  =  A  ce) 


Se  ce  è  un  punto  in  cui  la  f'{x)  è  finita  e  continua,  per 
le  ipotesi  fatte  su  questa,  tra  .r  e  x  -f-  h  quando  h  è  abbastanza 
piccolo,  non  cadrà  alcun  punto  di  discontinuità,  né  di  infinito: 
epperò  pel  1"  teorema  della  media 


MM'  _h^ì-\-'f(x+^h)' 
MM'         //y/l+7>-hf^2 


/ 


l+f'ix  +  Uf 
^-^/{J'  +  ^'hf 
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donde 

Um.  ,  ^'  =.  1 
h  =  o     MM' 

Altrettanto  accadrà  se /'(ce)  è  in  x  infinita  con  continuità: 
giacché  in  tal  caso  essendo  f'{x)  infinita  con  segno  determi- 
nato, la  f{x)  nell'  intorno  del  punto  .r  sarà  sempre  crescente 
o  sempre  decrescente  :  in  modo  che  almeno  in  un  certo  tratto, 
potrà  essere  sostituita  dalla  inversa 


■>■  =  ^'  (y) 

e  si  avrà  nel  punto  M 

dx 

eppero 

MM' 

JVl  +  x'iyY 

— 

-"  -r                 -dy 

MM'  v^c^Z+Aa;' 


_  dy  .  ^/l-^x'(y-\-fìdyf 

'^y's'i-^x\y'-i.h'~djy 


V 


'l^x'{y-\-^djf 


e    per    dy    e    quindi    per    h    tendente    a    zero    si    vede    bene 
(pag.  145  e  seg.)  che  è  pure 


MM' 

Livi.     =  1 

h  =  o  MM' 


Corollario.  La  differenza  MM'  —  MM'  tra  l'arco  e  la  corda 

è,   rispetto   ad   h,  fatta   al  più  eccezione   per   alcuni  punti^  injlni- 
tesima  di  ordine  superiore. 

AiiZKLÀ.  —   Voi.  I.  21 
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d)  Se  la  curva  è  data  in  coordinate  polari 
si  ottiene 


la  quale  relazione  può  dedursi  geometricamente  osservando 
che  in  virtù  della  proposizione  precedente  all'  arco  MM'  può 
sostituirsi  la  corda  MM',  e  questa  è  ipotenusa  in  un  triangolo 


Fig.  17. 

rettangolo  di  cui  un  cateto  è  Mp  perpendicolare  da  M  sopra 
0M\  l'altro  è  M' y. 

Si  descriva  un  cerchio   con    raggio  oM^=[j  e  con  centro 
in  0  che  taglia  o  M'  noi  punto  q.  K 

-—-  =  COS.  [a  w)  : 
donde 

p  5'  =  [j  —  ]>  COS.  {d  (o)  =  f>  n  —  COS.  {d  (0  )  j 

che  si  vede  così  essere  un  infinitesimo  di  ordine  superiore 
(pag.  110)  rispetto  a  dio:  perciò  qM'  =  \rj,  e  p  M'  sono  con  doi 
infinitesimi,  la  cui  differenza  è,  contemporaneamente,  un  in- 
finitesimo di  ordine  superiore:  la  corda  Mq  che  è  pure  ipo- 
tenusa nel  triangolo  Mpq  differisce  da  Mj)  per  un  infinitesimo 
di  ordine  superiore. 
Poiché  è 


MM'=^^M2}'+pM'\ 
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pei  uoti  principii  sugli  infinitesimi,  si  può  a  M p  sostituire  la 
corda  J/^',  e  anche  l'arco  di  cerchio  da  essa  sotteso  e  che  è 
[j  di»:  a  p  M'  si  può  sostituire  A  o  e  quindi  d  o  :  cosi  infine  re- 
sulta 

La  lunghezza  di  un  arco  finito,  i   cui  estremi   corrispon- 
dono ai  valori  co^  e  w,  della  variabile  co,  sarà  espressa  da 

'•'i 

S=fy^/df^-\-'/d(a' 


M'-m- 


dio. 


e)  E  qui  opportuno  dare  qualche  nozione  sulla  rappre- 
sentazione parametrica  di  una  curva. 
Siano  due  equazioni 

x  =  xit)     ,     y=y{t) 

con  x  (t)  e  y  (t)  finite  e  continue  in  un  intervallo  t^ f,  . 

Ad  ogni  valore  t  ivi,  corrisponde  una  coppia  di  valori  .r 
e  y.  cioè  un  punto  M  nel  piano. 

Variando  t  con  continuità,  si  sposta  con  continuità  il 
punto  -1/.  Supj)orremo  che  se  per  t  =  t^,  si  hanno  i  valori 
a-y,  y^.  le  due  ,/•  {t)  e  y  {t)  riprendano  gli  stessi  valori  solo  per 
un  valore  t^-\- m,  to  quantità  determinata  e  finita  e  non  esista 
in  t, ^„ -f-  "J  alcuna  coppia  di  valori  t  pei  quali  ./•  e  y  pren- 
dono ambedue  valori  eguali:  il  punto  {x,  y)  riprenderà  solo 
per  ^ -j- "^  1*  posizione  iniziale  corrispondente  a  <=^,.  In  so- 
stanza come  ad  ogni  valore  t  interno  a  ^, f„  -{-  «j  corrisponde 

')  Qui  si  fa  una  sostituzione  di  infinitesimi,  che,  in  virtù  della  pro- 
porzione a  (pag  115),  non  altera  il  limite  della  1  M  M',  che  è  la  lunghezza 
della  poligonale  inscritta.  Il  limito,  al  solito,  ò  1'  integrale,  e  un  termine 
generico  dela  sommatoria,  ovverosia,  al  limite,  V  elemento  dell'  integrala 
ci  d:'i  ]'  i-ìfTii)  rito  di  arco. 
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iiu  solo  punto  {oc,  )/),  cosi  a  ciascun  punto  [x  y)  corrisponda  un 
solo  t. 

Esistano  x'  (t)  e  1/ (t)  in  tutti  i  punti,  eccettuati  alcuni,  di 

un  intervallo    t^....t,    contenuto    in    t„ f„-)-(o,    e  si   possa 

spezzare  l'intervallo  /„ t^  in  un  numero  finito  di  tratti 


,<-)....«, 


in  ognuno  dei  quali  l'una,  o  l'altra,  delle  -e' (t),  y' (t)  sia  sem- 
pre di  un  segno,  non  escluso  che  sia  nulla  in  qualche  punto. 

Si  consideri-  ad  es.  il  1°  tratto  t^  —  t'  e  ivi  ad  es.  sia 
sempre  x'{t)>o,  salvo  alcuni  punti  dove  ./{t)  può  anche  non 
esistere.  La  x  =  x{t),  (pag.  145  e  161)  sarà  invertibile  con 
t^=t(x)  per  X  variabile  da  x{f„)  a  x{z'\  e  le  due  equazioni 

x  =  x{t)    ,    y=y[t) 

per  t  in  f„....t'  equivarranno  alle  due 

y=y{t)     ,     t  =  t{x) 

per  X  in  ./-(i^)....  x  {z).  Il  luogo  del  punto  (.r,  ?/ì,  mentre  t  per- 
corre il  tratto  t^....x  sarà  così  anche  rappresentabile  con 
una  equazione 

^  =/(■«) 

f{x)  funzione  di  x  ad  un  sol  valore  in  x{to) —  a?  (t'). 

Analogamente  dicasi  degli  altri  tratti;  il  luogo  corrispon- 
dente sarà  rappresentabile 

con     y=f{x)     ,     o     x='s(i/). 

Il  luogo  geometrico  del  punto 

.r  =  xit)    ,    y  =  y{t) 

per  t  variabile  in  io t^  J)uò  dunque,  nelle  ipotesi  nostre,  de- 
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comporsi  in  un  numero  finito  di  parbi,  ognuna  delle  quali  da 
una  retta  qualsivoglia  parallela  all'uno,  ovvero  all'altro,  degli 
assi  è  incontrata  in  uu  punto  solo. 

Esso  è  dunque  una  curva,  nel  significato  comune  della 
parola:  priva  di  punti  multipli,  aperta  o  chiusa,  secondo  che 
è  t^  minore  o  eguale  a  t„  -{-  w  ;  e  della   quale  le  due 

x=.r{t)     ,     y  =  y{t) 

costituiscono  la  rappresentazione  parametrica. 

Se  una  curva,  tutta  situata  a  distanza  finita,  è  data  me- 
diante un  simile  sistema  dove  t  percorre  un  intervallo  di  am- 
piezza infinita,  senza  che  per  alcun  valore  di  t  interno  ad  esso 
le  ce,  y  riprendano  mai  insieme  due  valori  già  presi  prima  per 
un  altro  f,  supporremo  che  mediante  un  conveniente  muta- 
mento di  variabile  possa  quell'intervallo  sostituirsi  con  un  al- 
tro finito. 

Le  x  {t)  e  y'(0,  salvo  i  punti  dove  possono  mancare,  siano 
in    t^, t,  anche  continue  o  generalmente  continue. 

Si    inseriscano  fra  f„   e  t^   dei  punti  f',  t" ((''),  cosi  che 

sia  <(*^  — /^*~^)^o.  Si  avranno  in  corrispondenza  sulla  curva  i 
punti 


.(y) 


m. 


e  non  è  escluso  che  wi,  coincida  con  wi^. 

Si  uniscano  con  rette  le  coppie   di   punti    consecutivi  :    si 
avrà  una  poligonale  inscritta. 

Corrispondentemente  a  un  altro  sistema  di  punti 


t,  ,  /C-.)  ,  <('•^^  ,  ..../('•)....f, 

tali  sempre  che  sia  M  —  /  '~'  ^  «,    si    avrà    un'altra    ])oligo- 
nale  :  e  cosi  via. 

-Se,  qualunque  sia  iuta  nuccessìone  di  poligonali  eia  via  inscritte 
in  modo  che  le  differenze  W*^  —  f^*"^^  ^x/sj'tjye  impiccìliscono  tutte  si- 
mili fnneo  mente  e  indefinitamente,  sempre  esiste  uno  stesso  limite  finitn 
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per  le  lunghezze  di  (pteste  poligonali^  questo  limite  si  assumerà  come 
lunghezza  dell'arco  di  curva  i  cui  estremi  sono  {punti  m^  e  in^. 
Un  lato  l  della  poligonale  sarà 


V 


A  X*  4-  A  3/' 


se  A  «  e  A  g  sono  le  proiezioni  di  esso 
sopra  gli  assi  :  ma  è 

A  j;  =--./•  (^  +  h)  —x{t) 

^y=yii+^0—!/it)  Fig.  18. 

se  i  Q  t  -\-  h  sono  i  valori  di  t  corrispondenti  ai  punti  estremi 
del  lato  l. 

Dimodoché  la  lunghezza  totale  di  una  poligonale   sarà 


^Vlx{tJrh)-x[t)l'+ly{t-\-h)-y{t)y- 

estesa  la  1  a  tutti  i  tratti  h  ^  t^^^ — /(«-D  segnati  in  t„....t^■,  e 
si  deve  qui  passare  al  limite  per  h  tendente  a  zero. 

Ma  è  importante  osservare  che  al  passaggio  al  limite  per  h 
tendente  a  zero,  si  può  sostituire  quello  per  1 ,  lato  qualsivoglia  o 
meglio  lato  massiìno  della  poligonale,  tendente  a  zero. 

Invero,  se  /  tende  a  zero,  vi  tendono 

'x{t-{-h)-.r{t) 

y{t-ì-h)—g{t) 

t  e  t  -\-  h  essendo  i  valori  di  t  corrispondenti  agli  estremi  m 
e  m'  di  l. 

Appartengano  te  t  -\-  h  ambedue  a  uno  stesso  tratto 
t,, i',  ovvero  x' x" in  cui  è  invertibile  la  x  =  x{t),  ov- 
vero lo  è  ]&  g  =  y{t):  si  avrà  «  =  <  (j"),  ovvero  t  =  t(y),  fun- 
zione continua  dì  x,  o  y  rispettivamente,  e  quindi  se  vanno 
a  zero  .'■  ((  -\- li)  —  x  (t)  e  y  {t -\- h)  —  y  {t),  vi  tende  certo  anche 
h=t-[-  h  —  t. 

Se  poi  i  valori  t  e  t  -\-h,  che  danno  i  punti  ?u  e  m'  ap- 
partengono a  tratti  differenti,  p.    es,,    l'uno  al  ^,....t',  l'altro 
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al  tratto  -' — -.",  e  si  fanno  avvicinare  indefinitamente  i  punti 
7W,  7/1',  ognuno  rimanendo  nel  proprio  tratto  (giacché  altrimenti 
cadremmo  nel  caso  di  prima),  desai  debbono  necessariamente, 
per  la  continuità  e  la  biunivocità  supposta  fra  t  e  il  punto 
(x,  y),  avvicinarsi  all'unico  punto  comune  M  corrispondente 
a  t^^x\  e  t  e  ^  -j-  '''  tendono  a  ■:'. 

In  ogni  caso,  /  ed  h  tendono  a  zero  insieme. 

La  lunghezza  della  curva  può  dunque  riguardarsi  come 
il  limite  delle  poligonali  comunque  inscritte,  all'impiccolire 
simultaneo  e  indefinito  di  tutti  i  lati  di  queste. 

Esistendo  determinate  in  ogni  punto  t  le  x'  tj  e  ;)'[/),  si 
ha  poi 

x(t-\-  h)  —  ./•  (0  =  h  ..'  (f  +  0  h) 

yif  +  h)-yt)  =  htj'{t-{-hh); 
resultando 


l  =  h^'  x  (t-\-f)  hf  -\-y'  (t-j-  h  hy 
la   lunghezza    totale   della    poligonale,    che  si  considera,    sarà 


,/zf 


V  /i  V  3.' (^  _|_  f,  /,)«  _|_  2^' (e  _^  Q  hy 

la  I  estesa  a  tutti  gli  A  =  «^«) —  <(*-*),  nei  quali  è  decomposto 

Se  jc'  (t)  e  y'  (t)  sono  sempre,  in  valore  assoluto,  inferiori  a 
un  numero  finito,  poiché  inoltre  sono  generalmente  continue,  è 

'.      

lùn.  1  h  <r'«+QA)'4-y(<-f  6^)'  =  J   ^^x^'  +  y'W-  d t. 

Se  poi  vi  sono  dei  punti,  in  numero  finito,  nei  quali  o 
r  una,  o  r  altra,  ambedue  mancano  o  sono  infinite,  con  con- 
dizioni e  con  procedimento  analogo  a  quello  adoperato  già 
prima  si  dimostra  pure  che  l'integrale 

t, 

J'^x'{tf^y'{Jt)\dt 

lo 

rappresenta  sempre  la  lunghezza  dell'arco  ?»,,  w,. 
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Se  iu  un  punto  t  sono  finite  e  continue  x'  (t)  e  y'  (t)  sarà 


^^x{tr--\-y'{tY 


la  derivata  in  t  della  lunghezza  s  (t)  dell'arco  m^  m ,  vi  essendo 
il  punto  corrispondente  al  valore  t  :  sarà 

il  differenziale. 

Esempi.  —  Sia  y=  v  ?•*  —  x*  l'equazione  del  semicerchio; 
la  lunghezza  dell'arco  contato  da  A  di  ascissa  r  ad  M  di  ascissa 
X  è  espressa  da  (Fig.  19) 


fVi+^:^.<'^= 


are.  seìi. 


=  «re.  sen. 


Fig.  19. 


essendo    x  <^  r,   la   lunghezza    resulta   negativa  :    volendola   in 
valore  assoluto,  si  muterà  segno. 

Sia  y*  =  2px  l'equazione  della      ^ 
parabola;    la    lunghezza    AM    sarà 
data  da 


rVi+</^,<'-. 


ma  e 


/V 


Fig.  20. 


2x-{-p   ,  1     /o    ,»      ,     ^      />,      4.r+B— 2\/2a;(2x-f-»)        i 


2x 
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eppero 


=  -^V2x{2x-{-p)—^log. ^ ^JI^  . 

(1  y 
Si  noti  che  il  punto  o  è  per  la  ~  un  punto  di  infinito. 

a  X 

Siano  le  equazioni 

x  =  a  {t  —  sen.  t)     ,     y  =  a  (1  —  cos.  t) 
della  cicloide  :  se  ne  trae 

r'  (t)  =  a  {1  ■ —  COS.  t       ,     y'  (t)z=  a  sen.  t  : 

e  cosi  per  la  lunghezza  di  un'arco  di   cicloide,  corrispondente 
ai  valori  t^  e  t^  del  parametro,  si  avrà 

\ 
*■  =   /   ^'  a'  (1  —  COS.  ff  -{-  a'  sen.'  t  d  t 

lo 

=   /  'Y  4  a'  sen.*  — .  d  t 

'i  t 

^^    f  2  a  .sen.  — -.  d  t 


[ 


,  t 

—  4  rt  ro.s\  — 


Prendendo  f^  =  o,  f,  =  2  r  si  avrà  la  lunghezza  dell'arco 
corrispondente  a  una  rotazione  completa  del  cerchio  genera- 
tore. La  lunghezza  sarà  8  a. 

Si  consideri  ancora  l'equazione  dell'ellisse  (semi-ellisse 
superiore). 


donde 


y  =  -'  Va*  —  r* 


dy b  JL 

dx  a  \/ a*  - 
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Si  avrà 


0 

r^/a'  —  (a'  —  b')x'     , 


X 


a"  —  ,       .  ./• 

a 


a'-x' 


.d.i  = 


dx 


V  a«  —  è* 

avendo  posto =  e  :  e  ancora 


,*        -i  ^« 


(ir)  =    /      ,  =  .  d  X 


integrale  che  rientra  nella  classe  di  quelli  che  dicemmo  ellittici. 

Valendosi  delle  equazioni  para- 
metriche 

x:^  a  COS.  t     ,     y=h  sen.  t 

si  trova 


d  s=\/a* sen.* t-\-b* cos.^ t.dt 
=  rt  V  1  —  e"  COS.  t.  d  t. 

Quindi 

t 

AN==a  J\^  1  — e' C08.U.  d  t 


Fig.  21. 
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-        f*  '      -  ' 

BN=aSl   s/i^  e'cos.U.dt  —  J   v'I  —  e'cos.U.dt, 

[_o  o 

T 

=  (1-  J    ^1  —  e'  COS.'  t.  dt 
t 

e  se  si  pone  «  =  -^  —  t 

Ci 

u 

BN=aJ\^l  —  e'senyudu. 

o 

L' integrale 

/   vi  —  k^  sen.*  ii  d  u 

si  suole  abitualmente  iudicare  con  E{'s,k).  Il  suo  valore,  come 
si  vede,  dipende  da  's  e  da  k. 

Poiché  è  A;  <^  1,  si  può  porre 

k  =  sen.  h. 

Si  sono  costruite  delle  tavole  che  danno  i  valori  di  E  {'s,  k) 
e  di  log.  E  {z,  k)  pei  valori  successivi  degli  angoli  's  e  0  espressi 
in  parti  di  quadrante,  di  decimo  in  decimo  di  quadrante;  le 
quali  tavole  possono  servire  alla  rettificazione  dell'ellisse. 

Sia  la  spirale  di  Archimede 


sarà 


-aoì 

/■ 


,ls  =  a  V  1  -\-  (ij*.  *f  (0 
s  =  a  j  \^l-f-w*.<f(i>. 

0 

=  a  l'i  Vr+^t./ 4- 2 log. («0  +  s' H^')] 
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XII. 


Derivate  e  differenziali  successivi. 


1.  a)  Se  una  funzione  y  =f(x)  in  un  intervallo  a  ....  ò  am- 
mette in  ogni  punto  la  derivata  determinata  /'  (ù),  questa  sarà 
pure  una  funzione  di  x  in  a  —  6  e  se  è  continua,  potrà  am- 
mettere alla  sua  volta,  in  ogni  punto,  la  derivata  determinata, 
funzione  cosi  essa  pure  di  x,  che  si  indicherà  con  /"  (ce),  o 
D^^^f{x)  e  si  chiamerà  derivata  seconda  o  di  2"  ordine  della  fia): 
chiamandosi  ora  derivata  irrhna  laf{d').  Se  ]a/"(ic)  ammette  de- 
rivata, questa  si  indicherà  con /'"(a?)  e  sarà  la  derivata  terza  o 
di  3^  ordine  di  f  (>%  seconda  di  /' (j"),  prima  di/"  (.f);  e  cosi  via 
di  seguito. 

ò)  Una  funzione /(a-)  può  ammettere  le  derivate  successive 
di  tutti  gli  ordini,  in  ogni  punto  di  qualsiasi  intervallo. 

Sono  tali  ad  esempio  le  funzioni 

y  =  sen.  X     ,     1/  =  COS.  x. 

K  infatti  : 

y::^sen.x 

y'^  =  cos.x 

y\.  =  —  sen.  x 

y"'x  =  —  c^*-  ■'' 

y'\.  =  sen.x 
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e  si  vede  che,  avendosi  y\^  =  y^  dovrà  essere  poi  y'=y'  y'=y' 
e  se  si  conviene  di  riguardare  una  funzione  come  la  derivata 
di  ordine  zero  di  se  stessa  si  potrà  scrivere 

y{s -^  \  n) -— y{») 

s  essendo  uno  dei  numeri  0,  1,  2,  3,  e  n  un  intero  qualunque. 
Parimente  da 


si  ha 


y  =  COS.  X 
y'j-^  —  sen.x 

y'^  =  —  COs.X 

y''^  =  sen.x 
y\  =  cos.x 


e  quindi 


y(j-f   4n)  y\,S) 


La  funzione  y  =  e^  ammette  tutte  le  derivate  identiche 
alla  funzione  medesima  e  si  può  provare  che  è  l'unica  funzione 
reale  avente  questa  proprietà  e  che  per  x  =  0,  assume  il  va- 
lore 1. 

Invero,  indichi  y  una  funzione  tale  che  sia  in  ogni  punto 

d  y 

essa,  almeno  nell'  intorno  del  punto  ./•  --  0,  si  vede  che  non  po- 
trà essere  nulla  :  se  ne  dedurrà  : 

^^=dx 

y 

quindi 
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e  passando  dai  logaritmi  ai  numeri 

ma  per  a:  =  o  dev'essere  ?/=l,  quindi  è  C=o,  e  rimane 
La  funzione  y  =  a^  ha.  per  derivate  successive 


Una  funzione  razionale  intera 

7/  =  a^ a:"'  +  a,  «'" "^  + «m -i  ^'  4-  a„ 

ammette  le  derivate  di  tutti  gli  ordini,  le  quali  però  dalla 
(m-j-  l)"*  in  avanti  sono  tutte  nulle.  Reciprocamente  è  razionale 
e  intera  una  funzione  le  cui  derivate,  da  un  certo  ordine,  in 
avanti,  sono  sempre  nulle. 

Invero  sia /(j")  questa  funzione  e  /("*+')  (a-)  la  sua  derivata 
(w»-|-l)<*  che  supponiamo  nulla  in  ogni  punto. 

Intanto  ciò  significa  (pag.  158)  che/^'")  {pi:)  =  a„  (cost.):  ma 
/("*)(«)  è  la  derivata  di/'!'"~^'(j^),  e  a„  lo  è  di  «„  x,  quindi: 

/(m-i)  (x)  =  a„  X  +  a,  {a^  cost.) 

cosi  procedendo,  cioè,  ogni  volta  moltiplicando  per  dx  ^  inte- 
grando, si  ha 


/lo)  {x)  =f{jc)  =  % X'»  4-  a,  a-'" -'  4-  ....  a'"  -^r  +  a„t  . 
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La  funzione  y^=l.r^  in  ogni  punto  x  diverso  da  o,  ha  per 
derivata 


1 

Vx 

X 

II 

y  X 

= 

1 

x' 

y"'x 

= 

1. 

2 

.1 

.5 

j{m)^ 


(-1) 


„_,   1.2.3. ...(«-D 


c)  La  definizione  dei  differenziali  successivi  è  ora  presto 
stabilita. 

Differenziale  secondo  è  il  differenziale  del  differenzifile  pri- 
mo :  differenziale  terzo,  il  differenziale  del  differenziale  secondo 
e  così  via  :  dimodoché  avendosi 

di/=f'(d').  dx 
sarà  (pag.  181) 

d{dy)  =  d^')  y  =/"  {x).dx.d  x  +/'  {x)  d{dx). 
cioè 

d^^^y  =  f"ix)dx''-+-f'(x)d(')x; 

ma  se  riguardo  al  dx,  incremento  della  variabile  indipendente 
si  conviene,  come  già  si  disse  (pag.  164)  di  assumerlo  come  inva- 
riabile rispetto  ai  diversi  punti  x  juir  lasciandolo  arbitrario, 
si  vede  che  sarà  sempre 

d(d  x)  =  d*  x  =  o 

e  anzi  sarà  questa  la  caratteristica  della  variabile  indipendente: 
e  allora  diverrà 

d('^y=f"[x)dx' 
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e  COSI 


d^^)!j=f(3)(x).dx^ 


din^y=fO>).r.dx" 


donde  per  le  derivate  successive  si  avranno  le  altre  notazioni 

^    ^  ^       dx'  '         -^  dx'' 

d)  Se  è 

F{x)  =  9,  (.x)  +  'f ,  («)  -h  ....  +  'f  „  (x) , 

la  derivata  e  il  differenziale  di  ordine  n  di  F  (x)  è  la  somma  delle 
derivate  e  differenziali  di  eguale  ordine  delle  funzioni  componenti, 
se  n  è  fisso. 

Invero,  essendo  :  (pag.  179) 

F'{x)  =  ',\{x)+  ....  'f'„,(j7) 

dF=d's,-{-  ....  d's,, 

se  ne  deduce,  per  la  stessa  proposizione 

F"{x)=^f,{x)+  ....  +t"Jcc) 

fZ(2)/^=C?(2)'5,  +     ....     #^)'f„. 

e)  Regola  di  Leibnitz  per  la  derivata  e  differenziale  n^")  di 
un  prodotto. 

Sia 

F{x)  =  'f ,  (x)  'f ,  (x)  =  'f ,  'f  ^. 

Si  ha: 
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e  se,  come  già  si  è  detto,  si  riguarda  una  funzione  come  la  de- 
rivata di  ordine  zero  di  se  stessa,  si  può  scrivere: 

//'__,,   (o)  ,r    (1)   _L.  rr    (l;  ,r  (o) 

/,'"__  ,,   (0)  ,^   (•.')   _l      2  rr   (1)   .r   (1)   4_  .r    C-'J 


Ora,  per  un  momento  si  tolgano  le  parentesi  agli  indici  di 
derivazione  e  si  considerino  come  esponenti  :  resulterà  : 


cioè,  si  vede,  ciie  per  ottenere  la  derivata  irrima,  seconda,  ....  di 
un  2}rodotto  'f ,  z,,  basta  so-ivere  lo  svilupijo  delle  potenze,  prima,  se- 
conda —  dd  binomio  t,  +  t,:  pò/,  in  tede  sviluppo  aggiungere  al 
primo  e  alV  ultimo  termine  rispettivamente  il  fattore  mancante 
'^,,  0  'f,  colV esponente  zero  e  assumere  indi  gli  esponenti  come  indici 
di  derivazione. 

Col  metodo  di  induzione,  la  regola  trovata  per  gli  indici, 
1,2  —  si  prova  subito  vera  in  generale. 

Dalle  formule  che  danno  le  derivate  si  passa  a  (juelle  che 

danno   i    ditFerenziali,   moltiplicando  la  prima,  la   seconda 

rispettivamente  per  dx,  d.r',  e  si  avrà: 

F  d.r  =  z,z'.,dj-^z\d.r.-s., 

F" (h-  ^  '^,  'x^(-')  ^•-  -f  2  z\  d X  x\_  d X  -I-  'f /2)  (77''* .  z. 


ossia 


(fF=^'s^d's^-^'c,dz^ 

di-')  F='p^  d  '-)  'f ,  -i     2d'C^d.Z.^-\      'f  ,  dn  'r  ^ 

AkzklA.  —  y»\.  I. 
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cioè,  com'  è  liaturale,  scritla  V  espressione  di  vita  derivata  di  un 
certo  ordine,  la  medesima  diventa  quella  del  differenziale  dello  stesso 
ordine,  quando  le  derivate  che  vi  compariscono  si  mutino  nei  diffe- 
renziali corrispondenti. 

Simbolicamente,  si  possono  esprimere  le  regole  date,  scri- 
vendo 

cm.F={dz^-^d's,}^' 

avvertendo  che  .il  primo  e  l'ultimo  termine  dello  sviluppo  deb- 
bono completarsi  con  '^/"^  e  z}-"\  o  con  <£(") 'x,  ,  d^^^cc,  rispet- 
tivamente :  e  come  la  derivata  di  ordine  zero  coincide  colla 
funzione  stessa,  così  analogamente  altrettanto  avviene  del  dif- 
ferenziale di  ordine  zero. 

OssEEVAZioME  1''.  La  regola  di  Leibnitz  è  valida  anche  per 
un  prodotto  di  tre  e  più  fattori. 

f)  Sia  FU)  =  -  -,  dove  's,  e  ce,  sono  continue  e  ammettono 

le  derivate  successive  nei  punti  di  un  certo  intorno  di  .r  nel 
(^uale  cpjC')  è  diversa  da  zero. 
Si  avrà  : 

e  per  la  regola  precedt'nte 


I 


Queste  relazioni  possono  riguardarsi  come  formanti  un  si- 
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sterna  (li  /t--f-l  equazioni  tra  le  k-j-l  incognite  F^\F^^\F^^K...,F^'''^ 
e  (juindi 


z  (0) 

■r    (1) 


(0) 


i     'L  e^-)  i^\  'L  (^-1) 


i^(*)  = 


(?)?,' 


,r   (fc) 

ri 


(TjC^         0         0       0 

«;,<•)       -f/»)       0       0 

.   .   .     2c;,(')    cr,^»^ 

'r(.o)  {) 


che  si  riduce  a 


jj'ik)  _ 


1 

u+i 


t5  (')  'i  ('^)  0 


(01 


'f.^^''  '{i'f,^^'~''   Qj 'f .^'^""''^ 


(o) 
1 

(1) 


'r    (t) 


mutando  qui  le  derivate  nei  ditl'erenziali  corrispondenti,  si  avrà 
il  differenziale  ìò"^  di  un  quoziente. 
Se  è  'f ,  (a;)  =  c(co6'<.),  si  ha 


I''  -fc+1 

'fi 


^^,fc-,)  ^^^i)  ^^(.-.) jc-i^  ^^(.)   .,Ko) 

r»  I; 


</j  Facciamo  alcune  applicazioni. 
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Osservando  che  è 

1 
a  — 6  X 


1  (    1    +^\ 

'2  a  \a -\- b  ./■       a  —  bx/ 


resulta 


C^""-  a'  —  b'x')^  2^  ('z>(")(a-|-  6  j-r  1  +  D^»\  (a  —  bx)-'^  ; 


ma  e 


Jj{n)  (e  f.  4.  fi)'"  =  m  {m  —  1  )  . . . .  {in  —  m  -f  1  )  e"  (e  a;  -h  ^O"'"  "  i 
quindi 

Per  (t  =  l  e  ó  =  —  ì,  si  ottiene 

^../  t  \    (-ir.i.2......(-oY 1 ,    (-ir  \ 

\i-j-cc7~  2  v(i— *^)""^^    (i+ia^r-v 

_  (— 1)M.2....H.(— i)"     /  _  1  , 

~  2  '  V('— i)"+i(* +  ./•)"-!  i"^ 

j-ir      \ 


(-1) 


M.2....n./        1 1_       \ 

"2I  \(ir  — i)«+*       (cc-fi)'*+V 


Si  ricordi  clie  è 


1 
/>'.  are.  ^au^.  3;  =  ^      -  2  : 
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>arà  dunque 


/>'"  nrr.  tnn(j.  .1=  ÌM  -  ') 


■(,.;,.) 


eppero 


l)^"'arc.tang.x  =  {-\y'-K  ^'^  •-  (^ ^ 


-l -Vi 

(a;—;)*'        (.T-j-i)**J 


Per  la   y  =  cns.  o  x .  cos.  h  .r,    come   applicazione    della    re- 
orola  di  Leilmifz  si  ha 


/^'"  ( co.s.  a X COS.  h ./•)  =  a" cos.  (  ax~\-  tt  ~  j  cos.  h x 

"^  (  1  )  """'  ^'  '''^^-  ("  •^'  +  ^'*  ~  -^^  I  )  '"'■  (^'■''+Ì)-^ 


+ 


+  6"  COS.  a  ,/•  cos  (  6  ./•  -f-  ?i  -y  )  ■ 
Osservando  poi  che  è 

COS.  a  X  COS.  6 .7;  =  — -  /  COS.  (n  -f-  b)  .1  -f-  cos.  (a  —  b)  x  ) 
si  ha  anche  l'altra  espressione 

DW.  {cos.  a  .r  cos.  b  x<  -     ^"  "^  '^    cos.  f(a-^b).r-^n~j-^ 


,    {a  —  by         /  ;,       ,        JtX 

+  '      2        cos.na-6).r4-n-^J 
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Della  formula  -;)  si  può,  ad  esempio,  fare  applicazione  a  tro- 
vare le  derivate  successive  di  arc.tnnf/..r  e  di  arc.sp.n..r^  giacché, 
come  già  s'  è  detto,  conoscendosi 

1 

1).  are.  tanfi.  ■'"  ^~^  ^     |^    j 

1 


resulta 


D.OÌ'C.sejKX  -:^      , 


77'").  ave.  faug.  x  —-  7X"-')  f      ,    . ..  ) 
D(").  are.  spu.  X  =  //""'l  {  ) 


o  (|nindi 
J)^'*\arc.  taìtg.x  = 


1 

a  +  xY 


2.T,  l  +  .r      0     0....0 

2     2.2.f,  l-f-.r-       0        ....  0  ....  0 
0     3.2    ,    3.2./'     l+.A-  ....  0  ....  0 

io    0   ....  0  (::i3.2,(::i^).2^',i-f.r 

,0     0    0    (:zl).2,(;zl)2x 


espressione  priva  di  immaginari.  Il  determinante  qui   è  di  or- 
dine ji  —  1). 
Similmente 


7/".  «re.  «m..r  =/>("-')  (     ,-  ^—  ) 


—  ./•,(!— .'«-)'  ,0     0 

^  -l,-2.r,(l-.7V,0 0 

^  IO  ,  -3  ,  -3.r  ,  (l-.x-'-)V=  ,  .  .  0.  .  0 


(1— aj')' 


0 (::if)  (-a;), (1-0.^)% 

0 (r-j)  (-i),(::ia(-^) 
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//)  Aggiungiamo    una    formula    che    permette  di  ricon- 
durre l'uno  all'altro   i  due  integrali 


/  f  (x)  — -,- * —  - .  dx     ,  's  (.v) .  — J-— —  d ./• 

3-,,  'J-u 

che  sarà  così  da  riguardarsi  come  una  generalizzazione   della 
formula  d'  Integrazione  per  partì. 

Si  ha  l'identità,  f'Ur)  ,  </"''(,/•)  essendo  le  derivate  //(''    di 
f('x)   e  q{x) 

J-(ì.)  (^.■j  gO,  --.  /,) ( _  j. )  —/<'--  1  )  (Jj)  g(n  - ''  +  1^  (_  X)  = 


d 

dx 


)/•"'-'■'(./•)   .   r/"   -'''(-■'«)( 


Si  faccia  (pii  successivamente  A  =  1  ,  '2  .  .  ..  »  e  si  sommi. 
Si   ottiene 

/•<«)  (x)  g  (—  a;)  —  /  x)  g^"^  (x)  =  £  " .       '.     Sf'  '  D  (x)  g'"  -  '')  (—  x)  i    • 

;-  =  !       «'l  J 

Integrando  si  ha  la  formula  cercata 
j  /  (")  (:r)  <7  (.T)  dx-  ff  (r)  .7(")  (-  ./•)  rZ  .f  = 

n^„  .r, , 

=  1        r/(''-»)(;c)  ,;("-'') (—JCÌ 

/i  =  i  L 

Le /'""') (.z)  e  .<7^"~'H'")  sono  supposte  continue;  \ef^"Ux). 
g'-"'^  (x)  generalmente  continue. 

A;)  Diamo  anche  le  espressioni  delle  derivate  e  ditlérenziali 
successivi  di  una  funzione  di  funzione. 

Sia  ^  =r=  //  (./•)  con  x  =  X  {t). 
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Si  ha 

Il       II     I  ì  t    I     II 
y  ,=y  ,"^t  +y.r--'^ , 

.  //'  /'/         '  '^    ,    n     II         I        II     \       I       III 


o  moltiplioaiido  por  (ì  f ,  dtr,  d  t^,  

dy^=  y  ,j1  x 

d^ Il  =  y",,,  d .r  -\-  ij '.,.  d' x 

<ry  =  y"'j:^  +  ^y'\,.d\r-\-y',.d:^x 


ila  queste  si  ricavano  le  derivate  e  i  diifereiiziali  di  y  funzione 
di  j-,  espressi  per  le  derivate  e  i  differenziali  delle  due  y  e  ./• 
riguardate  come  funzioni  di  ^  ;  e  precisamente 

'  _y'<_^ 

y  '~'7~dx 


Il   _  ^'i  y"t  —  y't  7\  ^  'l  i'  d'y  —  dyd'x 

dx' 


y  ^        zj-'  j^3 


,„       .r?  y"\  -  3  x)  x",  y\  -f  |3  x";-  -  x',  a:"  ]  y\  __ 

y    :c 


r'  5 
J.  , 


_dx'  d' y  —  3  dx  d^  X  d' y  -j-  [S'd'  x'  -  dx  d'  x]dy 
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Se  in  queste  si  pone  d'  ./•  =  o ,  fV  x  =  o  ....  si  ritrovano 
le  formule  note  per  rappresentare  le  derivate  sncces.>-ive  di  ?/ 
come  funzione  di  .r. 

i)  Già,  nel  metodo  di  sostituzione  della  variabile,  vedemmo 
il  più  fecondo  mezzo  di  determinazione  degli  integrali  inde- 
finiti: ora  un  simile  artificio  di  mutamento  o  irasformaziono  deìla 
vnrifilnle  riesce  utile  in  molte  altre  ricerche. 

Di  qui  l'importanza  delle  precedenti  formule,  che  per- 
mettono di  conoscere  la  forma  nuova  assunta  da  una  espres- 
sione o  relazione  contenente  una  funzione  di  una  variabile 
insieme  con  le  derivate  e  i  differenziali,  quando  in  posto  della 
variabile  indipendente  x  si  prende  una  funzione  di  altra  va- 
riabile. 

Ad  esempio  si  consideri  l'espressione 


1  + 


(ì.r 


dj- 


nella  quale  le  derivate  si  riferiscono  alla  variabile  x.  Ponendo 


d 


d'y 


in  posto  di  ?/,,.,  cioè  ~  ,  e  di  y",.  =  —  "^  le  espressioni  precedenti 
si  ottiene 


r^ 


[d  X-  +  d  ?/']  - 
d  x  d' y  —  d-  X  dy 


nella  quale  .r*  e  y  sono  funzioni  qualunque  ./•(/),  y  {t)   di    una 
variabile  t. 

Siano  per  .r  in  (-    a  .  .  .  .  a) 


b      /-.  ~     ,                         f>     /  i 
y  =  —  Va*  —  .r- ,  ?/  = V  a: 


./•■ 


le  funzioni  rappresentanti  le  due  metà  di  un'ellisse  riferita  al 
centro  e  adi  assi. 


340        RAPPORTO    DEGLI    INCREMENTI    DI    DUE    FUNZIONI,    ETC. 

Premleiido 

X  =  (I.  se  II.  t 

quelle  (lue  si  riducono  alla  sola 

1/  ^rt=:  h  COS.  t  : 

giacché  per  t  variabile  nell'intervallo  (        [^   ....  -[-  j    queste 

ci  danno  la   .semi    ellisse   superiore,    per  t  variabile  nell'altro 

(  ^  •  ■  •  •  '  rr  )  ^^  <laniio  la  semi-ellisse  inferiore.  Si  vogliano  le 

,     .  d  y    d' y  ,  pi  in 

derivate-—,--     espresse  per  la  /  .•   laoenao    uso   delle    preco- 

(''  ■2'    d  x^ 
denti  fbrmulf^  si  ha 


dy              h    _  d^  y 

-^  — tnug.t.     ,  ^  — 


dx  a  ^     dx^  n' cosr  t 


Rapporto  degli  incrementi  di  due  funzioni  espresso 
pel  rapporto  delle  derivate  e  formula  di 
Taylor  abbreviata. 


2.  a)  Siano  z{.r)  e  '!;(.r)  due  funzioni  continue  in  Xg....  x^,-\-  h 
e  aventi  in  ogni  punto  interno  le  derivate  's'{x)  e  '/(.r)  de- 
terminate e  la  ''/{.'')  sia  inoltre  finita  e  diversa  da  zero. 

La  funzione 
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è  coatinua  e  divien  nulla  jier  .r  =  :r^  e  x  =  .i\^  -\-  h  e  ammette 
derivata 

determinata  in  ogni  punto  interno  tra  j:,^  e  ^',j -\- h ,  e  poicht' 
la  F (x),  in  un  punto  interno  a?„-}-0/i,  con  0  <^  0  <^  1  ,  am- 
mette sicuramente  un  massimo  o  un  minimo,  cosi  ir  esso  la 
derivata  t' (x)  sarà  nulla:  epperò 

che  va  anche  sotto  il  nome  di  tenrenut  del  valor  medio  generalizzato. 
Se  è  inoltre  ^(av,)  =  o,  -J,  (.r„)  =  o  resulterà: 

Suppongasi  ora  che  a  tutte  le  coudizioni  cui  soddisfano 
le  's  (x)  e  '|;  (.?■)  tra  *,,  e  .i\,-\-h,  soddisfino  anche  le  's'{cr)  e 
''/(t)  nell'intervallo  .t\,  ....  j;, -f-6//;  avremo  allora 

'!>  (,ro  +  ^  /')       '!>   ^»'.  +  0,  h)  ^    1  -^ 

0  se  alle  stesse  condizioni  soddisfano  le  due  's'\.r)  e  '{/"(a;) 
nell'intervallo  a;„  —  x„-^hji,  e  così  procedendo,  1p  successive 
coppie  di  derivate 

f'{x)         f'{x) 


nei  rispettivi  intervalli 

x„  ....  Xo-\~  1),  h     con  0  <  0,  <  0| 


3?oH-0„    ,//     conO<0,._2<....<0, 
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si  avrà  la  successione  di  eguaglianze 


donde  : 

'Hn^„  +  /0       ,y»)(.r„4-0„_,/,) 

la  quale  formula,  riassumendo,  si  deve  dire  che  è  valida  per 
(hie  fun"ioni  z  (x)  e  '|  (x),  continue  esse  e  loro  derivate  successive, 
sino  alV  ordine  (ii  —  1)  neW  intervallo  x,,  —  x^ -j- h  ,  non  occor- 
rendo •però  la  continuità  delle  derivate  nelV  estremo  x^  -f-  li  :  tutte 
nulle,  funzioni  e  derivate,  nel  'punto  x^ ,  e  inoltre  le  derivate  y(")(x) 
e  'M")(x)  determinate  nei  punti  interni:  la  ó^"^  (x)  di  piil,  ivi  sem- 
pre finita  e  diversa  da  zero  :  il  che  basta  ciffinchè  lo  siano  anche 
le  precedenti  '|>("-''(x)  ....  'L'(x).  (pag.  158,  cor.»  2"). 
h)  Nella  formula 

si  può  prendere 

^{x)  =  {j--xX, 
giacche  avendosi 

fh'(x)  =  n{x  —  .r„)"-'^ 

^"  (x)  =  n  {n  -    1)  (x  —  x^Y  -  2 


^};(«-i)(x)  =  ?t(u— l)  ....  3.2(a;  — ìtJ 
c]>(»)(a.)  =  »(n— 1)  ....  2.1. 
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si  vede  che  tutte  le  condizioni  imposte  alla  <\  (ce)  nella  1)  sono 
certo  soddisfatte  per  un  intervallo  qualsiasi  x„  .  .  .  .Xf,-\-  h. 
La  1)  diviene  : 


il 


formula    applicabile    ad    oi/ni  funzione    'p  (x.)    finita    e    continua 

nelV  intervallo    x^, x,,  -\-  li,    insieme    con    tutte    le    sue    derivate 

(p\  'f  "  .  .  .  .  ,  '^("-1),  escluso  pero  per  queste  l'estremo  x_^  -|-  h:  tutte 
nulle,  la  funzione  e  le  derivate,  nel  punto  x  =  Xo .'  la  derivata  iv' 
determinata  in  ogni  punto  interno  tra  x,,  e  x,,  -j-  li. 

e)  Servendoci  della  2)  possiamo  stabilire  una  formola 
importantissima  per  una  funzione  f  (./)  della  quale  si  suppone 
solo  che  sia  Jinita  e  continua  neW  intervallo  x^,  —  x^-j-h,  cìie  li' 
sue  derivate  fino  a  un  certo  ordine  (n  —  1)  siano  pure  finite  e  con- 
tinue ivi,  eccettuato  al  più  ^estremo  x,^  -)-  h,  e  che  la  deriveda  u^  sia 
determinata  in  orj ìli  punto  interno:  condizioni,  come  si  vede,  molto 
generali. 

A  (juesto  scopo  si  consideri  la  l'unzione 


F  (,r)  =f{x)  -  j/GrJ  +  "-^  .  /'(.r„ 


)+■•■■-+- 

^     \n—J.     ^  ^"'^ 

che  ò  formata  .sottraendo  dalhi  f{.r)  un  polinomio  razionale 
e  intero  in  x  —  .r,,,  i  cui  coefficienti  sono  i  valori  particolari 
della/(x')  e  delle  sue  derivate  /"'(•'")) /^"~''(')  l'^l  punto  .r„. 

Subito  si  vedo  che  essa  sodisfa  a  tutte  le  condizioni  im- 
poste alla  funzione  's  (r)  della  formula  precedente. 

Invero  le  derivate  sono 

/'"(■/■)  -/(■'•)  -  [/(•'•.)  4-  '''7"'""-/"^-'-'.)  4-  ••••  ^■ 

(a;  — ujj"-^  ,  ( 
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F"  {X)  =f"  (X)  -  ^f"  (:r,)  +  ""-^  .  /'"  (.g  +....+ 

F-^  (x)  =/'«  -  ^)  (.X)  -  ;/(«   1)  (x,)  ; 

/''('0(.7-)=/(«)(cc):  » 

le  quali,  rispetto  alla  finità  e  continuità  si  comportano  pre- 
cisamente come  <juelle  della  data  ./'(./):  e  cosi  sono  finite 
e  continue  le  prime  n —  1,  escluso  al  jjiù  il  punto  x,,-\-li,  e 
la  n"  è  determinata  in  ogni  punto  interno:  inoltre  sono  nulle 
nel  punto  .r„  la  funzione  e  le  sue  prime  u  —  1  derivate.  Sono 
queste  ap[)unto  tutte  le  condizioni  occorrenti  per  la  validità 
della  2),  la  quale  applicata  alla  F  (.r)  dà 

F  ix„  +  h)  =  ~  F^")  {j',  +  fj  h)  =  \~f"  {X,  +  0  h) 

\  ri  \n 


ma  e 


(quindi 

4-|7/"H-'-„4-fJ/') 

che  è  la  Ibrmula  cui  volevamo  pervenire. 

Essa  è  applicabile  ad  ogni  funzione  f{x)  soddisfacente 
alle  cond  zioni  sopra  dette  e  serve  ad  esprimere  il  valore  di 
essa  in  un  punto  x„  4~  '*?  mediante  un  polinomio  ordinato  se- 
condo le  potenze  di  /t  e  i  cui  coefficienti  sono,  eccetto  l'ultimo, 
i  valori  determinati  dalle/,/',/", /"~^)  nel  punto  ic^:  l'ultimo 
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invece  è  il  valore  della /(">  in  uii  certo  punto,  del  (|uale  solo 
si  sa  che  è  interno  tra  a;„  e  x^,  -\-  h. 

Chiamasi   Formula  ahhreoiata  di  Taylor. 

Ad  es.  per  una  funzione /'(•^■)  che  ammette  solo  Ìa  prima 
derivata  determinata  tra  x„  e  j\,-\-Ii  dovrà  prendersi  u  =  1  e 
la  3)  diviene 

/(^.  +  Ai  =/(,/■,)  +  /./(./■,  4- fjAj 

formula  ben  nota. 

Se /(,/:)  ammette  la  prima  derivata  continua  e  la  seconda 
determinata,  si  potrà  prendere  /i  =  1  e  allora  si  avrà  la  for- 
mula di  dianzi,  ma  si  potrà  anche  prendere  a  =  2  e  allora 
la  3)  diviene: 

Per  una  funziono  che  avesse  le  prime  due  derivate  con- 
tinue e  la  terza  determinata,  varrebbero  le  due  forujule  ura 
scritte,  ma  varrebbe  anche  l'altra 

Se  poi  per  una  funzione  f,x)  esistessero  le  derivate  succes- 
sive /'(.r).  ./"(a?j di  tutti  gli  ordini,  sempre  finite  e  con- 
tinue escluso  al  più  l'estremo  u?^,  + //,  allora  si  potrebbe  per 
essa  scrivere  una  (jualsiasi  delle  formule 

f{X,-\.h)^f{.r^)-]-    |'/(.r„-|-OAi 

/(:; „  -J-  /*)  =f{.rj  +   ^'  /  (rj  -j     ^ -^/"  (.•„  -^Hh) 


f{x„  +  h)  =f{,rj  4-  I  j'{,-j  -[   ]\_if"  ~  '^  O^-o'  + 


'''./")(.,.,,  4.  fj/,) 


li 


potendo  a  avere  un   v.iNu-e  grande  coniuni|ne. 
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Osservazione  1".  —  La  formula  3)  può,  in  sostanza,  ri- 
guardarsi come  una  estensione  di  quella  di  Lagrange  e  vi  è 
analogia  anche  nei  modi  di  dimostrazione  ;  giacché ,  in 
ambedue,  si  considera  una  funzione  ausiliaria  ottenuta  sot- 
traendo dalla  funzione  data  un  polinomio  lineare,  ovvero  di 
grado  n  —  1   in  j:. 

Osservazione  2'\  —  Nella  formula  3),  si  noti,  h  può  esser 
positivo  o  negativo:  sempre  ammesso  che  tra  x^,  e  .r„  -|-  h  siano 
verificate  le  condizioni  occorrenti. 

Se  si  pone  x„-i-h  =  x,  la  3)  si  scrive  nella  forma 

Osservazione  3''.  —  La  3),  con  condizioni  alquanto  meno 
generali,  può  anche  dedursi  subito  dalla  formula  data  a  pa- 
gina 343. 

Vi  si  faccia 


!J  (-) 


/(.r)  =  F'  (x-j     ,     F{x)  -  FU,,)  -^  jyiz)  dz 


Jf"^  i^ui-  ^)  ^^  ^^  =  1 7,  ./(•'•  ^  ^i"-  ^'^"  '"i^)  dz 


ffi^)  !/"  (-  2)  d  z  =.  F  (.r)  -  F  (.r  J 


/('^-')(2)^("-/0(_,.) 


=  _/.V0(.^,,). 


si  otterrà 


F{x)  =  F{.r,)^Ì^''  I  ,;''^'^''^"H«^o)+  j7^yV-a;)"  F^'^^^\z)dz 
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e  pel  primo  teorema  della  media 

X  X 

j\x  —  zf  /'^(«+')  {z)dz  =  Fi''+ 1)  (ì)  j\x  —  zY  d  z 

^— fin-i- i)(t\  (^'      ^'or 
^■^'      n  4- 1 

e  iiifine 

Fix)  =  F{xo)  +  ^  ^ j-,^  ^ F^'^) M  + 

In  questo  procedimento  si  suppongono  continue  in  x^,  —  x 
le  derivate  successive  della  F  {.r). 

Si  noti  che  l'ultimo  termine  del  2°  membro  si  presenta 
qui  anche  sotto  la  forma  di  un  integrale. 


AiizELÀ.  -  V..I.  I.  23 
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XIII. 


Espressioni  che  si  presentano  sotto  forma 
indeterminata. 

1.  a)  Ricordiamo  una  convenzione  già  stabilita. 

Se  al  tendere  della  variabile  x  ad  un  valore  fisso  x„  esiste 
un  limite  determinato  finito  o  infinito,  pei  valori  di  una  espres- 
sione (ji  (ce),  un  tal  limite  (salvo  eccezioni)  lo  si  assume  come 
valore  speciale  ^  (:rj  della  ^\  {x)  in  quel  punto  :  la  quale,  allora, 
dicesi  continua  in  esso. 

Si  consideri  un  quoziente  : 

e  le  /(.'■),  'f  (./')  siano  supposte  continue  nel  pianto  ./•  =  ./•^. 

Avuto  riguardo  alle  convenzioni  stabilite  a  pag.  96,  97,  98 
tutte  le  forme  possibili  della  F(.c)  nel  punto  x  =  .r^  sono  le 
seguenti  : 

a     a      n         a        o     (X)     co     —  ooo         o         orb-oo 


/.   'o'x'  —  O0'6'6'o'       0       'OO'  —  Oo'o'rtOD 

dove  a  a  e  ò  sono  finiti  e  diversi  da  zero. 

È  facile  vedere  che  il  presentarsi  di  una  qualsiasi  di 
queste  forme,  eccetto  le  ultime  due,  significa  che  al  tendere  di 
X  ad  x„,  esiste  pei  valori  F(;x),  o  almeno  per  quelli  di  |  F(x)  | , 
un  limito  determinato. 

Non  occorre  esaminare  la  forma  -=  . 

0 
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Se  per  ,/■  =  r^  .  si  ha 


ciò  siffnifica  che  è 


'f  i^'o)        0 


U,n.      ^W=X 


e  «juindi,  come  già  si  sa,  il  valore  F{x)  sarà  +  x,  ovvero, 
—  a,  secondochè  'f  (x),  nell'intorno  di  x„,  ha  sempre  un  segno 
ugaale  ,  o  contrario  a  quello  di  a.  Mancherebbe  un  significato 

preciso  per  —  ,  quando  z  (x),   al    tendere   di  ./   ad  cc^,   mutasse 

continuamente  di  segno. 

Le  altre  due  forme  —  ,  significano    evidentemente 

00  '  —co       ^ 

ohe  è  : 

U,u.    ^f\=o 

e  quindi 

F{x,)  =  0. 

Le  forme  — ,  e  y-  corrispondono  rispettivamente  aF{x„)^ì) 

e  F{x,)='j:. 

T       1^      ^       — CO      .      .^              ,.       f(x        , 
Le  altre  — ,  e              signincano     liin.    -7--=-^  x,  ovvero 
o  0  ,. >.  'f(a*) 

a  —  00,  secondochè  'f  {x)  nel  tendere  di  x  ad  x^  conserva  sempre 

il  segno  uguale,  0  contrario  a  quello  di /(a*):  mancano  invece 

di  significato  preciso,  se  z  x)  muta  sempre  di  segno. 

00 
Le  forme  3—,  e  — -—  esprimono  : 

li...    •^<Ì=o, 

In  tutti  questi  casi  si  può  intendere  che  il  valore  speciale 
/♦'(./„),  quando  esso  è  determinato  anche  in  segno,  sia  indicato 
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dalla  forma  stessa  assunta  dal  quoziente    -^    ^^  ^exx  =  x    in- 

'f  [x)    ^  °' 

terpretata  in  conformità  delle  convenzioni  surricordate. 

0         (X) 
Rimangono  a  studiarsi  le  forme    -r    ,    —  .    Cominciamo 

0         X 

colla  prima. 

Per  la  ricerca  dei     lini.   '    ,  '    può  darsi  una  roffola  assai 

semplice  che  dicesi  regola  di  VHospital,  quando  le /(«},  ^[x) 
sono  continue  in  tutto  un  intorno  x„  —  = a',^-]-'^»  ^  ivi  am- 
mettono sempre,  escluso  al  più  il  punto  x^^  derivate  determi- 
nate /'  x)  e  'f  '  (ce),  la  quale  ultima  inoltre  sia  anche  finita  e 
diversa  da  zero  in  ogni  punto  detto.  Allora  infatti  vale  la 
formula  (pag.  343) 


o  <  pi  indi 


/(a.,  +  /0_/'K±_e^) 


Del  numero  0  che  comparisce  nel  secondo    membro  si  sa 

solo  che  è  compreso  tra  0  ed  1  :  ma  del  resto  è  affatto  ignoto 

come  esso  dipenda  dalla  natura  della  funzione,  dal  punto  a'^, 

e  da  h.  La  quantità  x^  -\-  O/i  non  può  dunque  riguardarsi  come 

rappresentante  un  punto    arbitrario,  ma  semplicemente  come 

un  punto  che  al  tendere  di  h  a  zero,   tende  a  x^  in  modo  non 

conosciuto  :  e  mentre  x^  +  /i,  nel  tendere  a  ./v^,  può,  essendo  h 

arbitrario,  passare  per  tutti  i  valori  possibili,  non  si  può  dire 

altrettanto  di  x^  -{-  ()h. 

f  (-t") 
Ne  segue,  che  se  nel  quoziente  — ^^r-r-  si  vede  nella  x  una  varia- 

f  M 
bile  perfettamente  arbitraria  ed  esiste  determinato  il    lun.       , ,     ■, 

quando  si  immagina  x    tendente    liberamente   a  x^^  esso  sarà 
certamente  anche  il  cercato    lim.      ,  '  ^   ,   ,-, ,  :  perchè  i   valori 
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pei    quali    può  passare  il  quoziente    ,,  "~\    ,  ,    al  tendere  dì  h 

a  zero,   sono  sicuramente    tra    quelli    che  assume  il  quoziente 

f  i-^) 
^,     -,  al  tendere  di  x  liberamente  a  x^j  :  mentre,  com'  è  mani- 

festo,  non  conoscendosi  come  varia  il  0,  non  si  può   dire  che 

02:ni  valore  assunto  dal  quoziente     ,,'  "        ,,  al   variare    di    //, 

sia  anche  un  valore  del  quoziente    ,     °T^7  5  epperò  potreljbe 

es(x„-{-fìh) 

esistere  li /i7)2.  •  ,    -      .—^-c,  e  non  esistere  invece  il    hm.  ^ — r^-. 
Nella  pratica,  si  cercherà  dunque  questo 

;:=;?■(-«+'')' 

se  esso  esiste,  è  sicuramente  il 


Se  le  f  ir)  e  's'  (x)  esistono  anche  in  .r,,  e  ivi  sono  conti 


nue,  allora  se  per  r  =  x„  il  quoziente -,4—,  assume  una  forma 


,        che,    secondo  quanto    dianzi  si    è    detto,  ha  significato, 
questo  ci  darà  il  cercato  Hm.      ,",,[:  ma  se  •L}^'''  è  —  ,  al- 

f'(x)  f  (.v) 

lora  si  potrà  ragionare  su     ,    ;  così,  come  si  è  fatto  su 

'f  (•'')  'f  (a-) 

■f"  (  •\ 
e  esser  condotti  alla  considerazione  del  quoziente     ,  "      e  via 


di  seguito. 


Raccogliendo,  si  ha  la  regola. 

Se  le  f  (x)  e  z  (x)  sono  coniinne  in  x„  —  e  .  .  . .  x„  -|-  ^  «  '^"i- 
meAtono  in'  ir  deriiuif,'    f  (x),  'f  '  (x),  f"  (x),  '^"  (x) ....  pure  finite  e 
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continue,  e  le  «p'  (x),  ce"  (x)  ....  non  sono  mai  nnlle  fuor  che  in  x„,  il 
primo  dei  cpiozienti 

fM      Z'K)      />o) 
?W  '  ?'(^o)   '  fM  '  ■■■■ 

che  ha  significato  determinato,  secondo  quello  che  sopra  «  stato  detto, 
rappresenterà  il 

li,..  fJE\  . 


Osservazione.  —  Se  tra  i  quozienti 
se  ne  presenta  uno  nella  forma     -,  ciò  significa  intanto,  che  è 


Um. 


'f(a-) 


=  oo 


ma  il  non  annullarsi  delle  ^'(a:),  'i'' {x),  ....  iu  alcun  punto  di 
.x„  —  s •^'0  +  '^)  f'^ioi"  che  in  x^  porta  che  ognuna  di  es.se,  es- 
sendo continua,  sia  da  una  stessa  parte  di  x^,  sempre  di  un 
segno  e  quindi  '©  (ce)  decrescente  o  crescente  e  quindi  anche 
sempre  di  un  segno  al  tendere  di  x  a  ./„. 
Dimodoché    se   è    determinato  il 

km. 

x  =  x,±o^'H^)' 

lo  sono  anche,  nel  caso  nostro,  i  due 

.   Um.       ^M    .  ^*""^-        IM  . 

^  =  a.,.  +  o'fW    '    ^  =  ^.>-Or^{.^ 

e    precisamente    l'uno  +00,    l'altro    —od,   ovvero  ambedue 
-f-  00  ,  o  ambedue  —  oc  . 
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^la  importa  notare  che  se  la  forma  —  si  presenta  per  un 

/^")  (x  ) 
quoziente     ,„w  \  ,  anche  se  per  la  'f<">(.r)  è  supposta  la  con- 

T        V  'n) 

tinnita  uel  solo  punto  s'„,  dall'  ipotesi  che  essa  non  si  annulli 
in  alcun  punto  dell'intorno  x„  —  e  ....  cc^, -(- '^  ^"^i*  che  in  x,^ 
deriva  senz'  altro  che  da  una  stessa  parte  di  .r^  abbia  sempre 
uno  stesso  segno. 

E  facile  infatti  vedere  che  se  in  tutti  i  punti  interra  di  un 
intervallo  v.  —  'i  la  derivata  h' ix)  di  una  funzione  0  (ic)  è  deter- 
minata e  in  due  lìmiti  tali  a  e  b,  assume  i  valori  A  e  B,  ne  ;j,  è 
un  uumern  interme  ho  (A  <^  ;j.  <^  B)  esi'ite  almeno  un  jjitnto  x'  in 
cui  è  ()' {.T')^=n.. 

Si  consideri 

g  (.e)  =  6  (:r)  —  |j.  X 
si  avrà 

'  ^'  (a)  =  ^  —  tx  <  0 

g'ib)  =  B-^.:>o: 

né  in  a,  uè  in  b  vi  è  dunque  il  minimo  per  la  g(x):  esso  dovrà 
cadere  in  un  punto  ./'  tra  a  e  b  ,  nel  quale  sarà 

g'  (x)  =  0'  (:v')  —  [J,  =  0 

con  che  rimane  provato  che  la  0'(a;),  se  non  si  annulla  mai 
nei  punti  fuor  di  ./■„  non  può  neanche  in  essi  avere  valori  di 
segni  contrari  :  per  conseguenza  1'  osservazione  precedente  ri- 
spetto al  preciso  significato  del  simbolo  —  rimane  valida  an- 
che se  per  la  '^("'(a;)  e/(")(;r),  ferme  le  altre  ij)otesi,  la  conti- 
nuità è  presupposta  nel  solo  punto  x„. 

tanq..v 
iLSEMPi.  Sia  :  in  a;  =  o  e 


, .       tana,  x  .       cos.  x       , 

Lim.  — ■ —  -    lim.  -  =1. 

X  1 

V      o  x  =  o 
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Così 

,.       é^  —  e~^  —  2se«..r        ,.      t"'-\-e-^  —  "Icos.^ 
x=o         -r  —  sen.x  ^^^         1-cos.x 

=   Lim. 

x  =  o  ^^"■••'' 

7.       cf^ -\- e~~^ — 2cos.  £c 

=   lim.   —     

^       ^  C0.9.  ./• 

b)  Si  consideri  ora  il  caso  che  sia 

lim.       f(x)=±  CD      e  Uni.        '£{x)=±(X) 

x  =  x„±:  0  x  =  x^±o 

f  (x  ) 
(love  i    secni    sono    determinati,  dimodoché  --    "    assume  hi 

p                         co 
forma,  ovvero 

co 

Si  fissi  l'intorno  a  destra  £c„  .  . . .  .t^  -f  0:  ivi  le  f{x)  e  'f  (x) 
siano  continue;  le  /' (a;)  e  ^'  (oc)  determinate  nei  punti  interni 
e  quest'  ultima  mai  nulla. 

Le /(a-)  e  's  {x)  nell'intorno  di  x„  non  saranno  nulle. 

Sia 

una  successione  qualsivoglia  di  numeri  tendenti  a  x^. 

Preso  comunque  a<^l,  si  potranno  poi  sempre  segnare,  in 

corrispondenza,  degli  intorni  x^ r„  -j-  g^  ,  x„  .  .  . .  x,^-{-g„^ . . .  . 

tali  che  se  x^  -f~  ^h  •'^n  ~t~  '^  >  •  •  •  •  indicano  rispettivamento  dei 
punti  presi  in  questi  intorni  e  x  -\- <>',  x-\-  ò'\  ....  dei  punti  presi 
a  destra  di  x^-h  c^,  x„  -\-  e., ,  .  . .  .  si  abbiano  verificate  le  disu- 
guaglianze 

come  anche  le  altre 
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Ciò  premesso,  si  osservi  che  si  può  scrivere 

/K  +  5)-/(^o  +  /0  _  rK  + 6(5-/0) 
?  (J-o  +  ^>)  -  'f  i^o  +  /O       'f  '  (a^o  +  f^  (^^  -  /O) 

essendo  x„  -\-  o   e  x,^  -f-  //  duo  punti    presi    comunque   a   destra 
di  Xfy.  E  ancora 

f  i^o  +  '^)  -  /  i^o  -i-J)  _/  K  +  h)  f  {X„  4-  A) 

z  {X,  +  5)  -  'f  C^-,  +  h)      'lix,  +  '^)  _  1      r  ('^o  +  /')  ■ 

Si  diano  qui  successivamente  ad  ./y  -|-  ^'  i  valori 

di  una  successione  qualsivoglia  tendente  a  x^,. 

Fra  questi  i  valori,  da  uno  di  essi  ad  esempio  j-^  -j-  f^'  iii 
poi,  cadranno  tutti  dentro  il  tratto  x„  .  .  .  .  a;„  -f-  r, ,  da  cc^  -j-  h"  ad 
esempio  in  avanti  cadranno  tutti  dentro  ./;,  ....«„  +  «,  e  così 
di  seguito. 

Dimodoché,  se,  in  corrispondenza,  si  danno  ad  x,^  -|-  ò  dei 
valori  Xf^  -(-  ò',  ;r^  -f-  6",  ....  dianzi  detti,  scelti  in  modo  che  an- 
che essi  convergano  ad  .r„,  come  evidentemente  è  possibile  in 
infiniti  modi,  si  avrà  che  i  quozienti 

f{x,,-{-8)        r(P^,  +  8) 
f{x,-\-h)    '    'f{x,-\-h) 

tendono   contemporaneamente  a  zero;  epperò,  .se  esiste  un  li- 
mite determinato  pel  quoziente 


al  tendere  di  li  a  zero,  esso  è  pur  quello  cui  tendo  l'espressione 
/(.r„H-/0  '^{Xo  +  h) 
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quando  vi  si  fa  tendere  Uberamente  a  zero  Xo-{-h.,  e  .Vf,-\-ò  \'\ 
tende  pure,  soggetto  però  alla  condizione  anzidetta. 
E  cosi,  se  esiste  il 

;»>.  -^f  ■'  +  '^^ 

questo  è  pure  il  limite  del  quoziente 

'f  '  (x„  +  0  (Ò  -  /*)) 

quando  h  tende  liberamente  a  zero,  o  pure  vi  tende  nel  modo 
detto  e  6  è  il  solito  numero  del  quale  solo  si  sa  che  è  compreso 
tra  0  e  /.  Viceversa  se  esiste  il  limite  per  quest'ultimo  quo- 
ziente, esso  lo  è  pure  pel  precedente. 

Siamo  dunque   condotti    a  ragionare    come    nel    caso    di 
prima. 

f  (x) 
Noi  quoziente    ,     .   si  vegga  nella  x  una  variabile  affatto 

'f  i^) 
arbitraria,  che  si  fa  tendere  ad  x„  a  destra:  se  esiste  determi- 
nato il 

essa  sarà  certamente  anche  il  cercato 

'f'(a'.-fO(a-70) 
imi. 


e  quindi  anche  il 


Si  ha  con   ciò  nuovamente  la  regola  di  V Hospital:  al  rap- 

f(x).  .     .  f  (x) 

porto      --sì  sostituisce  l'altro    , ,     '.   a  questo,    date    le    condizioni 

f'fx) 
occorrenti,   V  altro  '  „ ,  .    e   così    via  di  sequito. 
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Osservazione.  —  Se  in  un  punto  a;^,  p.  es.,  a  destra  la 
/'(ce)  è  continua  e  infinita,  e  in  ogni  punto  a  destra  di  x,j  esi- 
sta determinata  e  finita  la  /'  (ce),  se  al  tendere  di  ce  a  x„  esi- 
ste determinato  un  limite  per  questa  f'i'j')  esso  non  potrà  es- 
sere che  infinito. 

Invero,  se  .r„-\-o^  ■i\,-\- --  sono  due  punti  a  destra  di  ./„ 
si  ha 

0  l  ■       ^ 

si  tenga  fisso  x„  -f-  5  e  si  immagini  che  ce,,  -}-  s  si  avvicini  in- 
definitament;e  a  a",,:  il  primo  membro  tende  all'infinito  con  se- 
gno determinato  come  f  {x):  epperò  vi  tende  insieme  anche 
f(x,-l-0(ò-s)). 

Se  dunque  al  tendere  di  ;/•  liberamente  a  ;/'^,  la  f'(x) 
tende  ad  un  limite,  poiché  tra  i  valori,  che  essa  va  assumendo, 
vi  sono  anche  quelli  ora  detti  della /'(cc„  +  6  (5  —  s)),  così  il 
limite  non  potrà  esser  che  infinito;  e  quindi  se  in  tal  ca.so  in 
x  =  x^j^  la /' (r)  si  riguarda  come  continua,  il  valore  speciale 
/'  (ce,/;  sarà  pure  infinito. 

Deriva  da  ciò  che  i   quozienti 

lim.f{x)  lim.    f'(x)         Itm.  /"(ce) 

lim.  't{x)    '      lim.   'f'(cr)   '      lim.  'f"(J") 

'X  =  X„  X  =  X„  X  =  x„ 

si  presentano  tutti  sempre  nella  forma 

in  modo  che  nessun  vantaggio  apparisce  dalla  sostituzione 
dell'uno  all'altro. 

Ma  è  da  tenersi  presente  che  non  si  cerca  qui  il  quoziente 
dei  limiti,  bensì  il  limite  del  ({uoziente:  e  se  nei  rapporti 

/'(^)     />) 
9'(.r)  '  f{x)   •••• 

prima  di  passare  al  limite  per  x  =  Xo  si  avrà  cura  di  intro- 
durre tutte  le    possibili    semplificazioni,  quali  lo   soppressioni 
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di  fattori  comuni,  potrà  bene  avvenire  che  qualcuno  di  quei 
rapporti  per  ■x=x^,,  non  dia  più  la  forma 5^. 

Qui  si  è    parlato  di    tendenza  a  x^  a  destra  :  similmente 

dicasi  per  cc^  a  sinistra. 

f(x) 
e)  Si  è  supposto  sin  qui  che  il  punto  .t,„  in  cui  la"'^-^  pre- 

sentava  una  forma  indeterminata,  fosse  al  finito. 

Suppongasi  ora    che    ciò    avvenga    in  a;,,  =  oo .  Si  ponga 

1      . 
X  =  -  :  SI  avrà 
z 


e  il  secondo  membro  presenterà  nel  punto  ^=0  la  singolarità 
che  il  primo  presenta  per  ./■,^=oo. 

Al  quoziente — /t^^sì  applicherà  la  regola   di  VHosjntal 

pel  punto  z  =  0,  e  così  si  considererà  il  rapporto 


4W 

'f'(^) 

(- 

4) 
i) 

per  ogni  x  finito,    cioè  per  ogni  z  diverso  da  zero  :  e  in  con- 
seguenza si   è  condotti  anche  in  questo   caso  a  sostituire  alla 

f(x)  f'(x) 

considerazione  del  rapporto     ^  y  quella  del  rapporto    ,^*  .,»!)- 

plicandosi  al  punto  x,j  =  co  la  stessa   regola   che   è  valida  pei 

punti  a  distanza  finita. 

T-,  .    <-,.    cot.  .r  ^         , 

Ji-sempi.  Sia  per  x  =  0,  a  destra. 

V»    il 
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Il  rapporto  delle  derivate 


\      sen.  xy 


sen.^x 


sen.  X     sen.  x 


per  ,x  =  0,     è     —  co  . 

.    l.x 
^>a— per  x=  +  z) . 

11  rapporto  dello  derivate  dà 


che  per  x-  =  co  ,  diviene  zero. 

Ciò  dimostra  che  l.x^  se  x  diviene  infinito,  diviene  ri- 
spetto a  .f  infinito  in  modo  che  none  possibile  assegnarne  l'or- 
dine, (pag.  121)  per  quanto  piccolo  si  voglia  prendere  l'espo- 
nente di  X. 

In  particolare  è 

,,        loq.  X 
lim.  =  0  : 


ma 


epperu 


X  =  <X)      '*' 


'""-■-f^log.V'^ 


firn,      y^/  x=ì 
u;=  co 


e 
Sia  —  per  jc  =  -{-  a^ 


1  successivi  quozienti  di  derivato  danno 


&'  6'* 

lim.    — =    llm.    -  =  00  , 
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il  che  prova  che,  al  crescere  di  ce,  &"  diviene  infinito  in  modo 
che  non  è  possibile  assegnarne  l' ordine,  rispetto  ad  a;,  con 
nessun  numero  ?»,  per  (guanto  grande  lo  si  voglia  pens-are. 

La  funzione  ' con  a'^  o  per  ce  =  0  assume  la  forma 

L  tang.  x 


§  ed  è 


/«.  sec'  a  x\ 

, .         /.  tami.  a ./■  , ,       V   tcinq.  ax  J 

hm.       , — =     hm.  —.     '\     c~ 

\tang.  j  J 


asen.^.r       /  2  a  COS. 2. t  \       

^.  __  _i_     sen.  2  a  x       \2  a  cos.  2ax/x-o 


d)  La  funzione 

F{x)  =  f{x)  .  's{x), 

se  per  un  valore  x^  è 

lini.     f{x)  =  o         e  lini.     'f{x)  =  co 

x  =  -{-  0  x=^-{-o 


dà 


lim.     f{x)  =  o.(X) 

=  4-0 


privo  di  significato. 

Si  osservi  che  si  può  scrivere 

(p(aj) 

che  per  x  =  .l'o  diviene  -^  ' 
Ad  es.  sia 

F  (./•)  =  X-"»  {l  xy     {m  >  o,     »i  >  o) 

Per  X  =  -f-  y ,  si  ha  la  forma  o  .  co  . 


ESPRESSIONI  CHE  SI  PRESENTANO  SOTTO  FORMA  INDETERMINATA      367 

Si  scriva 

il  rapporto  delle  derivate  è 

1 


n.{lx)"-^.~ 

7/1 


, —  m  —  1 


se  n  è  un   numero  intero,  la  ripetizione   del  procedimento  dà 
infine 

Um.  F (j-)  =  (—  1)».  "  ^''  ~  i— -  ■  Uvi.   j"'  =  o 

se  il  è  compreso  fra  gli   interi  ^j  e  jj-^  i,  il  processo  ripetuto 
2J  -\-  1  volte  dà 


=  +  c 
perchè 


.r=  +  o  "*"'"'  x=  +  o 


x"'.(^cr)"-P-i  = 


{Ix) 


p+i-iì 


è  una  frazione  il  cai  numeratore  tende  a  zero  con  x  e  il  deno- 
minatore cresce  indefinitamente. 
Sia  ancora  ' 

F(x)=T(a''  —l)         (a^o) 

per  ./•  =  4"  00  ,     o     —  X  ,     diviene  x  .  o. 
Si  scriva 


/■(.)="' -^ 


368      ESPRESSIONI  CHE  SI  l'IlESENTANO  SOTTO  FORMA  INDETERMINATA 


dove  se  si   pone  — =  2,   si  cade  nel  quoziente 

cr  —  1 

z 

che  per  z  =  0     diviene  —  :  quindi  è 

Similmente,  dalla 

F{.r)  =  f{x)n-)     (/(x)>o 

possono  aversi  le  formo  indeterminate 

0",  00",   l*. 
si  considererà 

log.F{.i')  =  'f(x)  .  log.fix) 

che  assumerà,  contemporaneamente,  la  forma  o  .  co  :  si  ricade 
così  nel  caso  precedente,  e  trovato 

log.  F  (x)  =  A 
sarà 

F  (.r)  ^  e^ . 
Ad  es.  sia 


F(.)=  (1  +  ^) 


con  X  arbitrario,  ma  fìsso. 
Per  3  =co  ,  dà  1°°.  — 
Si  prenda 


%.(i+fy=-%.(i+f) 
%.(i+f) 
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Il  rapporto  delle  derivate  è 


1+-/ 

2  X 


È  dunque 


i-i)  '+f 


lim.   loq.  (Ih — -  )  =■ 
2  =  0D  V  ^/ 


e  infine 


.(■+?)' 


lìm 
e)  Una  altra  forma  indeterminata  si  lia  dalla 

che  può  divenire  co  — co  . 
Si  considererà 

che,   contemporaneamente,    diviene  -r-  . 
Trovato 

u;  =  ./v, 


rii  prenderà  poi 


Si  può  evitare  <pialcho  volta  (j[uesto  artifizio. 
Ad  es.  se  è 

/'(x')  — i ^  • 

sen.  X       .r 

AiutLA.  —  Voi.  1.  24 
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E 

Lim.  t(x)=  Lim.  — ^ ^ 

j=o  x  =  o  -""''''•  "' 

e  qui  applicando  la  regola  di  L'Hospital  si  ottiene 

lim.f{x)  =  —  ■ 
x  =  o  "^ 

Osservazione.  Nel  presente  capitolo  abbiamo  fatto  ap- 
plicazione della  formula  stabilita  a  pag.  343  :  nel  seguente 
se  ne  fa  una  della  formula  abbreviata  di  Taylor. 
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XIV. 


Massimi  e  minimi. 


1.  a)  Già  (pag.  130eseg.)  abbiamo  definito  che  si  intenda  per 
punto  di  massimo  e  per  punto  di  minimo  di  nna  funzione,  e 
stabilito  che  condizione  necessaria  e  sufficiente  per  V esistenza  di 
un  massimo  o  di  un  minimo  in  un  plinto  x^  è  che  i  rapporti  incre- 
mentali destro  e  sinistro^ per  incrementi  h  àeWa.  variabile  abbastanza 
piccoli,  pei  (inali  non  sono  mdli,  siano  ognuno  sempre  di  un  segno 
ma  oj)jjosto  a  quello  dell'altro;  e  precisamente  si  avrà  un  mas- 
simo se  il  rapporto  incrementale  destro  è  negativo,  positivo  il 
sinistro  :  si  avrà  un  minimo,  se  avviene  il  contrario. 

Possiamo  ora  ricondurre  (juesta  determinazione  ad  altra 
regola  più  facilmente  applicabile. 

Sia  y  =/(•')  ^^iia  funzione  continua  in  a b.  Se  in  x„  vi 

è  un  massimo  od  un  minimo  e  ivi  esiste  la/'(.r^,  essa  dovrà 
essere  zero,  e  ciò  sarà  anche  sulficiente  se  prese  le  derivate 
nei  punti  a  destra  e  nei  punti  a  sinistra,  in  un  certo  intorno,  le 
une  resultino  sempre  di  uno  stesso  segno  contrario  a  quello 
delle  altre  :  e  precisamente  vi  sarà  un  massimo  se  nei  punti  a 
destra  la  derivata  è  negativa  o  nulla,  a  sinistra  positiva  o  nulla- 
un  minimo  se  avviene  il  contrario. 

Si  potrebbe  dun(|ue  esaurire  la  ricerca  dei  punti  di  mas- 
simo e  di  minimo  in  un  intervallo,  quando  in  esso  esistesse 
in  ogni  punto  determinata  la  derivata  f{x):  della  ([uale 
però,  dopo  riconosciuti  i  punti  nei  quali  è  zero,  si  dovrebbe 
verificare  la  costanza  di  segno  negli  intorni  a  destra  e  a  sini- 
stra di  e.ssi. 
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Se  vi  fossero  dei  punti  nei  quali  la  derivata  non  esiste, 
dessi  potrebbero  benissimo  essere  punti  di  massimo  o  di  mi- 
nimo della  funzione:  dovrebbero  essere  esaminati  singolar- 
mente. 

Se    la    derivata    esistesse    in    tutti   i    punti    dell'intorno 

{x,j  —  = :r„  -\-  5),  eccettuato  il  punto  j'^,  si  deciderebbe  se  ivi 

è  un  massimo  u  un  minimo  facendo,  come  dianzi  si  è  detto, 
l'esame  del  segno  nei  punti  a  destra  e  nei  punti  a  sinistra, 
(vedi  anche  a  pag.  167). 

Così  se  in  un  punto  Xo  esistessero  le  derivate  a  destra  e  a 
sinistra  e  iossero  disuguali  e  di  segni  contrari,  si  vede  bene 
che  ivi  sarebbe  un  massimo  o  un  minimo. 

Se  si  accerta  l'esistenza  di  un  massimo  o  di  un  minimo 
in  un  punto  Xoy  constatando  che  per  tutto  un  intorno  a  destra 
la  derivata  /'  (.r)  nei  punti  dove  non  è  nulla,  è  sempre  di  un 
segno,  e  per  tutto  un  intorno  a  sinistra  dove  non  è  nulla  ha 
pur  sempre  uno  stesso  segno  ma  contrario,  e  i  punti  dove  è 
nulla  non  formano  tratti  continui,  si  può  anche  dir  subito  che 
quel  massimo  o  quel  minimo  è  isolato:  non  vi  sono  cioè  in  vi- 
cinanza di  esso  altri  massimi  o  minimi,  e  precisamente  da 
Xo  —  £  a  «(;  la  funzione  cresce,  da  x^  a  x,j  -j-  5  decresce  e 
viceversa   (pagina  160). 

b)  Ma  il  constatare  che  una  funzione  ha  segno  costante 
in  tutti  i  punti  di  un  certo  tratto,  sia  pur  piccolo,  può  essere 
per  espressioni,  che  non  siano  semplicissime,  cosa  laboriosa. 

Si  evita  un  tale  esame  del  seguo  quando  la  funzione,  oltre 
la  prima  ammette  la    derivata  seconda. 

Le  f{x)  e  f'{.r)  siano  finite  e  continue  in  tutto  un  intorno 

Xf,  —  ; r,,  4-^-    ^6Ì    punti    interni    di     ognuno     dei    tratti 

x„ —  B  —  Xo  e  Xo l'o  -f-  0  esista  determinata  la  /"  (x). 

Si  potrà  scrivere,  sia  per  h  positivo,  sia  per  h  negativo. 

f(Xo  +  h)  -f(Xo)  =  hf{Xo)  +  /'^^/"{^o  +  O/O 

e  se  è  /'  (Xo)  =^  o 

f  i^o  H-  h)  -f(Xo^  =  p^"^2  .  /"  (.r„  +  O/O  . 

Si  avrà  dunque  certamente  un  massimo  o  un  minimo  in  x„ 
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se  la  /"  (x)  ha  lo  stesso  segno  costante  nei  punti  a  destra  e  a 
sinistra  di  ./„:  non  si  avrà,  se  ciò  non  è. 

Ora  qui  l'esame  del  segno  della  /"  (x),  che  porterebbe  a  dif- 
ficoltà simile  a  quella  notata  dianzi,  si  può  evitare  solo  che  la 
f"(x)  medesima  esista  anche  nel  punto  Xy  e  ivi  sia  continua  e 
diversa  da  zero:  giacché  in  tal  caso  il  segno  del  valore /"  (./„)  è 
il  segno  della /"(.r)  in  tutto  un  intorno. 

Si  conclude:  se  f(x)  e  f  (x)  esìstono  finite  e  continue  in  tutto 
un  intorno  x^  —■  =  ....  x,,  -j-  Ò  e  ivi  è  determinata  f"  (x)  e  nel  i^nnto 
X     anche  continua,  in  questo   'punto   sarà  certamente  un  massimo  ed 

un  minimo,  se  è  f  '  (x)  =  o,  f  "  (x^,)  ".  o:   e  precisamente  un  massimo 

se  è  f"  (Xo)  <C  o  ,  un  minimo  se  è  f"  (x^,)  ^  o. 

Va  da  se  che  il  massimo  o  minimo  cosi  determinato  è  cer- 
tamente isolato;  giacché  è 

f  (a;, -{- h)  =  h  f"  {Xo -h  ()h) 

e  se  f  (x)  conserva  sempre  uno  stesso  segno  in  x^,  —  = r^  -f-  ò, 

vuol  dire  che  la  /'  (.e)  mnta  segno  solo  con  h. 

La  proposizione  precedente  lascia  dun(|ue  dubbio  solo  il 
caso  in  cui  insieme  con  /'  (,r„)  =  o,  sia  anche  /"  (.xJ  =  o.  Se  ciò 
si  verifica,  bisogna  fare  l'esame  del  seguo,  come  si  è  detto,  o 
sulla  /'  (ce)  e  sulla  /•'  {.e). 

Se  però  /{oc),  f  {x\  f"{x)  sono  finite   e    continue  in  tutto 

./•„  —  £ -^'o  +  5  ^  f"  {•"')  ^  i"^'i   determinata,  eccetto   al   più  il 

punto  a;^,  si  potrà  scrivere 

/(^,  +  /0-   fiXo}=   |3  /"(.,+ O/i) 

e  fare  sulla /"' (r)  l'osamo  del  segno  come  sulla  /'(./•):  e  se 
/'"  (x)  esisterà  in  x,,  o  sarà  ivi  continua,  dovrà  /'"  (x„)  essere 
zero. 

Se,    ciò    essendo,   f"'{x)    sarà    pure     continua     in    tutto 

x„  —  s ì'o -\- ^^    e  quivi,    eccetto  al   più   in  n^,,, /'^  (x)  esisterà 

determinata,  si  avrà 

/(./•<,  4-  /O  -/ W  =  A-  .  /-^ C^-.,  4-  O/O 
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e  sulla  /'^  {x)  si  possono  ripetere  tutte  le  considerazioni  fatte 
già  sulla  /"  (jr). 

Così  si  può  procedere,  e  riassumendo  si  è  condotti  alla  se- 
guente regola:  essendo  f(x),   f  (x),   f"  (x) finite  e  continue  in 

tutto  Xq  —  s  —  x^  -f-  0,  si  formi  la  successione  dei  numeri  f  (x^), 
f"  (Xq), — :  se  di  questi  il  ijrimo,  che  non  è  zero,  è  di  ordine  pari^ 
certamente  il  punto  x^  è  di  massimo  o  di  minimo  per  la  f  (x):  e  pre- 
cisamente di  'massimo,  se  quel  numero  è  negativo,  di  minimo  se  è 
positivo:  se  lìoi  il  primo  numero,  non  nullo,  è  di  ordine  dispari, 
allora  non  si  ha  in  x^,  ne  un  massimo,  né  un  minimo. 

Questa  regola  lascia  dubbio  il  solo  caso,  in  cui  le  derivate 
di  tutti  gli  ordini  sieno  nulle  in  »■„ .  Se  ciò  è,  si  dovrà  ri- 
correre all'esame  del  segno  di  una  di  esse,  nell'intorno  di  .r,„ 
nel  modo  come  sopra  è  stato  s[)iegato. 

e)  Le    considerazioni    esposte    sin    qui    riguardano    un 
punto  x„  interno  dell'intervallo  a  —  h,{a<^h). 

Vediamo  come  debbono  modificarsi  se  si  tratta  di  un 
estremo  a,  o  h. 

Nell'estremo  a  si  avrà  un  massimo  se  pei  punti  a  -f-  l>  di 
un  certo  intorno  si  ha 


f{a  +  h)-f{a)<o, 


un  minimo,  se  sarà 


f(a-\-h^—f{a)<o. 

Se  nei  punti  dell'intorno  detto,  eccetto  al  più  il  punto  a, 
esiste  In.  /'  (./:)  si  avrà     . 

f{a+h)-f{a)  =  hf{a  +  nh) 

e  si  avrà  per  ciò  un  massimo  se  nei  punti  a  destra  di  a  è 
f'{x)<^o,  un  minimo  se  è  f  {x)^o.  E  se  anche  nel  punto  a 
esiste  la  derivata  a  destra,  basterà  che  essa /'(a)  sia  diversa 
da  zero:  se  sarà /' 'a)<^  o,  si  avrà  un  massimo;  un  minimo 
se  sarà /' (rt)  ^  0.  Se  poi  sarà  f'(a^=o  bisognerà  esaminare  il 
segno  della  /'  (x)  nei  punti  a  destra,  come  sopra  è  detto. 

Si  potrà,  nel  caso  in  cui  è  f'{a)  =  o,  evitare  l'esame  del 
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segno  della  /'  (,r)  nei  punti  a  destra,  se  esiste  ivi  la  /"  C/),  gia- 
cile allora  si  può  scrivere 

f{a  +  h)  -f{a)  =  ^^'^^  ./"  (a  -\-hh) 

e  sulla  f  (x)   hanno    qui  luogo   le   stesse   considerazioni  fatte 
dianzi  sulla  /'  (x).  Cosi  si  può  procedere. 

Si  conclude  :  se  la  f  '  (x)  è  in  x  =  a  determinata,  e  esistendo 

anche  le  1  "  (x),  f"  (x' ,  sono  in  x  =  a  determinate  e  continue,  si 

avrà  ivi  un  massimo  o  tm  minimo,  secondo  che  il  primo  dei  numeri 

/(«)     ,     /"(«)     ,    /"(«)     ,     •••• 

che  non  è  zero,  è  necjativo  o  positivo.   1) 

Rimarrà  dubbio  il  caso  in  cui  tutti  fossero  nulli;  allora 
bisognerà  esaminare  il  segno  di  una  delle  derivate  nei  punti 
dell'  intorno. 

Si  consideri  l'estremo  superiore  6. 

f{h-h)-^f(h)  =  {-h'^J'{h-UÌ>): 

vi  sarà  un  massimo  so  nell'intorno  a  sinistra  di  h  la/'(.r)  è  po- 
sitiva, un  minimo  so  è  negativa. 

Se  esiste/' (6),  derivata  in  ^  a  sinistra,  questa  col  suo  se- 
guo positivo  o  negativo,  ci  indicherà  l'esistenza  del  massimo  o 
del  minimo.  Se  hf'{h)  =  o,  allora,  esistendo  /"  (.;■)  nei  punti  a 
sinistra,  sarà 

j\h-h)-  f{b)  =  ^'^^J''(h-hh) 

e  vi  sarà  un  massimo  se  f'x)  nei  punti  a  destra  è  negativa, 
un  minimo  se  è  positiva  :  se  essa  esiste  nel  punto  b  ed  è 
continua  basterà  conoscere  il  segno  di  /"  (6). 

Cosi  si  procedo  e  si  conclude  la  seguente  regola  per 
l'estremo  superiore  h. 

')  La  continuità  dolio  f"{x)  ....  in  .c  =  a  porta  ancho  quella  dolla 
J'(x):  ma,  so  per  lo  scopo  elio  qui  si  ha  di  mira,  ci  si  servo  solamente 
della /■  (r),  basta  la  dotorminatozza  di  qui^sta. 
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Se  le  f  (x),  f"  (x), ....  sono  in  x  =  b  determinate,  e  le  f"  (x), 
f"  (x) .  .  .  .  anche  contimie  si  avrà  ivi  un  massimo  o  un  minimo  se  ve 
ne  è  una  f^*^  (x)  che  non  è  zero  :  e  precisamente  un  massimo  se  essa  è 
positiva  e  di  ordine  dispari,  ovvero  negativa  e  di  ordine  ixiri:  un 
minimo  se  si  verifica  il  contrario. 

Anche  qui  rimane  dubbio  il  caso  che  tutte  le  derivate  in 
I)  siano  nulle  e  allora  si  esaminerà  il  segno  nell'  intorno. 

Esempi.  —  1°  Dividere  un  mimerò  positivo  a  in  due  i)arti  posi- 
tive X  e  a  —  x  tali  che  il  prodotto  della  potenza  m  delV  una  per 
la  jìotenza  m  dell'altra  sia  il  massimo  jiossihile  :  m  e  n  numeri  in- 
teri positivi. 

Il  prodotto  h 

f(x)  =  x"\{a--x)" 

e  X  varia  tra  o  e  a. 
Si  Ila 

/ (oe)  =  cc'«  - 1  .  (ri  —  .r)"  -  '  f»i  a  —  x  (m  +  »)  (  . 

Si  annulla  nel  punto  interno 


m  a 
m  -\-  n 


Si  calcoli 


/''(,r)=a;'»-2.(rt  — .r)''-'^y(w«  — ■m  +  »,)./-)(m— l)a-,/'(m+7i— 2)) 

—  ('/u  -\-  n)  X  {a  —  ./•)  ì . 
Si  ha  ^ 

„/   ma  \_       /  ma    V"— ^       /   na    V'- 
\m.-\-n)  \m-{-nJ  \m^nj 

nel  punto 


il  a 
ì»  a  .  — 

ìli  -f-  n 


m  a 
m  -f-  n 

si  ha  dunque  un  massimo. 

Esaminiamo  i  punti    estremi.    In  ;/;=:o,    è  f'{o)  =  (>,  ma 

nei  punti  a  destra  da  o  sino  a      ■     -~  è  f'Ur)  positiva:  in  x  =  a 
^  m  -\-n     -^      '  ^ 

è  f'{a)  =  ó  e  nei  punti  da      -        ad  a  è /'(.i)  negativa. 
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La  funzione  x-"* .  (a  —  a;)**  riceve  dunque    il   suo    massimo 

,  ,     ,  ,.  ma  na  .    .         , 

valore,  quando  le  parti  sono        ,        e        ,       :  il  mimmo  e  zero, 

m  -{-  n       iti  -f-  n 

quando  una  delle  parti  è  zero. 

2"   Trovare  i  miìiimi  e  i  massimi  della  funzione 

f(x)  =  a  COS.  .r  -f-  h  sen.  r. 
Si  ha 

/'  (.r)  =  —  a  sen.  x  -\-  h  cos.  x 

che  si  annulla  per 

sen.  x        b 
COS.  X        a 
donde 


sen.  X  =  7-- — ^- —      1     COS.  x  = 


nelle  quali,  per  sodisfare  la  f  (x)  =.  o,  è  da  prendersi  in  ambe- 
due il  segno  -}-)  ovvero  in  ambedue  il   seguo  — . 
È  poi 

f"  (x)  =  —  a  COS.  X  —  h  sen.  x 

e  secondochè  si  sostituiscono  i  valori  precedenti  col  segno  -\- 
o  col  segno  —  ,  si  ottiene  come  valore  della  derivata  seconda 

—  A/rt'4-/>%     ovvero      \'^r7^~+7/. 
Quindi  pel  valore  di  ./■  pel  quale  è 

h  a 

sen.  X  =  — -^rr— — —      ,      COS.  X  =  — 

si  ha  per  la  /(./)    un  massimo:  pel   valore  x  pel  «piale  è 

b  h 

sen.  X  =  ; ,     COS.  x  =^         , 

si  ha  1.111  minimo. 

Il    primo    di    (juesti    duo    valori    di  .v   cade  fra  f)  e    ['  ,   il 
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secondo  cade  fra  -^  e  -^  .  —  Si  noti  poi  che  la /(.r)  e  pe- 
riodica e  in  ogni  intervallo  di  ampiezza  2  ;:  si  comporta  in 
egli  al  modo. 

3.*'  Ancora  si  consideri  la  funzione  definita  nell'  intervallo 

—  "o"  •  •  •  "o"  ^®^  modo  seguente. 

1  'K  oc  1Z  3C  l 

Per  a;  in  0 -^  sia  /(ce)  ==  sen.  -j-  cos.  -j-  :  per  o^in  — ^•-  ^ 

sia  /  (./')  =  —  sen.  -j-  cos.        • 

.  '       .  Il 

Essa  e  continua  in  tutto  —  ~  —  -^  • 

Per  X  positivo  ha  per  derivata 

71   P       ^Tioc  ,  TU  .-r"? 

Ti""-  i  -''"--fy 

per  X  negativo  la  derivata  è 

7C   P       ,71  a?  ^z  xì 


::  X  i  71  £C 


està, 


quella  si  annulla  se  ò  sen.   ---  =    -  —  e  cos.    v  =  —7-^'   Q^i 
^  l         V2  ^         \/2 

t:  X  1  Ti  .e  1 

se  e  sen.  —t-  = y^  e  cos.  — j-  =     .—   • 

/  a/ 2  ^         V2 

La  derivata  seconda  è 

—  4 .  ^ .  sen.    -    COS.  -j- 

per  ./'  positivo  :  è  invece 

.71*  7:  X        Ti  a; 

4 .    ^  .  se».  -      cos.  -j- 

per  a  negativo. 

Ambedue  sono  negative  pei  valori  dianzi  detti,  che  an- 
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nullano  la  derivata  prima  :  dimodoché  nel  punto  x 


0  e  —  pel  quale  si  ha 


::  X 


1 

V2     ' 


uX 


COS. 


1 


tra 


come  nel  punto  x 


4  tra  -  i  e  „,  pel  ,,„ale  è 


sen. 


Z  X 

1 


1 

x/2 


COS. 


t:  X 

T 


1_ 


la  funzione  ha  un  massimo. 

Fra  i  quali  due  punti  vi  deve  esser  certo  un  punto  di  mi- 
nimo. Si  trova  un  tal  punto  nel  punto  ai  =  o,  nel  quale  manca 
la  derivata  ordir. aria,  ma  esistono  le  derivate  a  de.stra  e  a  sini- 
stra e  sono,  come  è  subito  veduto,  quella  positiva,  questa  nega- 
tiva. 

Similmente,  dal  segno  della  derivata  prima  negli  estremi 

e  —  si  riconosce  che  in  ciascuno  la  funzione  ha  un  mi- 

nimo. 

4.''  Siano  dati  due  punti  A 
e  Ji  e  una  retta  a?./;'  che  non  in- 
contra la  retta  A  B  (Fig.  22). 

Vuoisi  trovare  il  piti  breve 
cammino  che,  toccando  la  retta 
X  x',  va  da  A  in  B. 

Sia  P  il  punto  incognito 
in  cui  il  cammino  cercato  toc- 
ca la  retta  xx':   esso  si  comporrà    certamente  dei    due    tratti 
rettilinei  A  P  e  B  P. 

K  da  trovarsi  il  minimo  di 

s  =  AP-\-  P  lì 

Sono  dati  A  ^1'=  a,  B  li'  =  />,  .1'  B'  =  e  e  l' incognita  è 
0-  =  ^  P. 


Fig.  22. 
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Si  ha 

s  =  A/r?"4np  _|-  ^/J«  +  (e  —  xf 

d  s  X  e  —  X 


^) 


dx       Va»  _f-  aj'       \^^^  +  (e  —  xf  ' 


facendo  sparire  i  radicali  e  i  denominatori,  per  determinare  la 
X  si  ha 

|i)  a;2  (i«  _  a^)  -f  2  rt'  e  ;r  —  a-  e*  =  o 

dalla  quale  si  trae 

a  e  a  e 

Poiché  si  è  elevato  a  quadrato,  la  (ì)  può  essere  più  prene- 
rale  della  a):  infatti  di  questi  due  valori  solo  il  primo  sodisfa 

alla  --^=  0  :  il  secondo  rende 
a  .r 

ds^ 


7        —  ^ 

dx 


se  e 


.9,  =  Vn-\-  X-  —  \//>  +  (e  —  x)\ 
La  derivata  seconda  della  s  è 


-V.+ 


s/ar.\-x'  .  {n'  +  .t')       (//  +  (e  —  xf)  .    VP  +  (e  —  .t)' 

che  per  x  =  x,  =  ■ — t—t  è  positiva. 
'^  a  -{-  o 

Questo  valore  di  ./•  ci  dà  dunque  il  minimo  cercato. 

Si  osservi  che  la 

a  ic,  -|-  b  x^  =  a  e 

si  può  scrivere 

a  '.  x^  =  b  '.  e  —  x^ 

i  due  triangoli  AA'  P  e  B  B'  P  sono  dunque  simili  e  gli  angoli 
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APA'  e  B PB'  egnolì^  (legg©  della  riflessione);   donde  si  trae 

una  semplicissima  determinazione  geometrica  del  punto  /"'. 

Si  prolunghi  B  B'  di  altrettanto  in  Ji'B":  si  unisca  A  con 

lì" :  il  punto  /■'  dove  AB"  taglia  la  xx  è  il  punto  cercato. 

et  e 
L'altro  valore  j'^  =  ,  rende    negativa   la   derivata  se- 

a  —  b 

conda 

a'  b' 


\/a*  ■^x\  («'  +  x')         S'b'  +  (e  —  xy.  {b'  +  e  —  xY) 


ac 


della  s,.  Il  punto  P  determinato  dalla  d?^rr.  = j,    dà   il 

'  -a  —  b 

massimo  di  AP — Jì  P.  —  La  proporzione 
a  \  i\  =  b  'c  —  X", 

ci  dice  clie  questo  punto  P  è  l'intersezione  della  AB  colla  xx. 

5°  Ancora  siano  dati  due  punti  J.  e  B  situati  l'uno  al  di 
sopra,  l'altro  al  di  sotto  di  un  piano  MM'.  Un  punto  mobile  va 
da  A  al  piano  con  velocità  ?;,  dal  piano  al  jDunto  B  con  velo- 
cità V.  Qua!  è  il  cammino  Ihìkjo  il  quale  ivipiegherà  il  minor  temj^o 
possibile  ? 

Intanto,  è  intuitivo  che  il  cammino  cercato  si  comporrà  di 
due  tratti  rettilinei  À  P  e  PB,  P  punto  giacente  nel  piano  MM': 
inoltre  che  AJ^  e  PB  giacciono  in  un  piano  normale  al  piano 
M M'.  A'  sia  la  proiezione  di  ^4  nel  piano  MM',  B'  (juella  di  B. 
Sono  note  ^1^1'=^  a,  BB'^^b,  A'B'=^c,  incognito  è  .v  =  A'P. 

Si  avrà,  indicando  t  il  tempo  impiegato  a  percorrere  il 
cammino  A  P  -+-  P  B 


./:.2 

K  V 


^^a/«^  +  ,.'  ^    ^'^^+(c_:r)' 


donde 


dt 


la  (piale  eguagliata  a  zero  dà 

J^     A'P_Ì      lì'P 
u  '    A  P~~  r  '    lì  r 
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ma  se  a  e  p  sono  gli  angoli  che  AP  e  BF  fauno  con  la  nor- 
male al  piano,  quella  equivale  all'  altra 


sen.  a       sen.  [3 
u  V 


sen.  a        u 


sen.  [j        V 


che  ci  indica  la   condizione  a   cui   deve  sodisfare  il   cammino 
cercato. 

6."  Infine  si  consideri  aucora  la  funzione  e    *. 

Nel  punto  x=^o^  le  assegneremo  per  valore  lo  zero  che  è 
1 

il    ì'im.  e    ^ . 

Si  ricordi  che  è 


lim.     -^  =  o 


comunque  grande  sia  preso  m. 

_  ì_ 
Ciò  posto,   formiamo  le  derivate   successive  di  e~x". 

Sono 

e~ar.(2x-^) 

_ì_  _  1 

6  ~  »« .  (4  .  ce  -  *>)  —  e     «= .  6  .  .r  -  ^ 


si  vede,  che  assumendo,  per  ognuna,  come  valore  particolare 
il  limite  cui  la  medesima  tende  al  tendere  di  x  a  0,  tutte 
quante    si   annullano. 

Non   si   può   dunque  da   ciò   riconoscere  se   in  x  =  o ,   la 
1 
e'~x'"  abbia  un  massimo  o  un  minimo. 


MASSIMI    E    MINIMI  383 


Si  vede  che  vi  è  un  minimo,  sia  osservando  i  segni  della 
derivata  prima  a  destra  e  a  sinistra  di  0  :  sia  notando  che 
per  ogni  valore  ./•  diverso  da  zero,  la  funzione  è  positiva. 

Osservazione.  Richiamando  una  riflessione  già  esposta  a 
pag.  132  e  133,  possiamo  dire  che  se  a-^  è  un  punto  interno 
di  massimo  o  di  minimo,  devono  esistere  infinite  coppie  di 
punti  a-^  —  //j  ,  x„  -f-  h^  ,  uno  a  sinistra,  1'  altro  a  destra  di  j-^, 
nei  quali  la  funzione  f  {x)  assume  valori  eguali  rispettiva- 
mente minori,  o  maggiori  del  valore  f{j'o)  e  che  tendono  a 
questo,  se  X(j  —  It^  ,  x^  -i-  h^  tendono  a  x^. 

Se  7/^  è  il  valore  massimo  o  minimo  corrispondente  a  av, 
questo  Xo  deve  essere  una  radice  doppia  dell'  equazione  in  ./• 

yo  — f  {■'-)  =  0. 

Questa  osservazione,  che,  ammessa  1'  esistenza  della  deri- 
vata in  Xq  conduce,  come  subito  si  vede,  alla  solita  condizione 
dell'annullamento  di  questa  in  ./;„  dà  pel  massimo  e  pel  minimo 
un  carattere  che  è  affatto  indipendente  dal  concetto  di  rapporto 
incrementale  e  di  derivata  e  può  in  non  pochi  casi  bastare  alla 
determinazione  di  massimi  e  di  minimi. 

Il  metodo  che  si  insegua  nei  libri  di  Algebra  Elementare 
per  risolvere  certe  questioni  simili  è,  in  sostanza,  fondato  sulla 
precedente  riflessione. 
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XV. 


Serie  di  funzioni.  Convergenza  in  egual  grado. 
Continuità  e  integrabilità  di  una  serie.  Serie 
di  potenze, 


1.  a)  Siauo   »,  (.'•),   u„{.r), itnU)  •  ■  •  •  iiifìwit'e  funzioni  date 

ili  un  intervaUo  a....  h . . . .  Si  consiileri  la  serie 

1)  ,,^(.,) +  ,,/,,•)  +  .... +  «jx04-.--. 

Si  fissi  un  punto  .r:  le  u^^{x)^  ik{x) avranno  in  esso  va- 
lori determinati,  dimodoché  per  ogni  punto  x  fissato,  la  serie 
i)  diviene  una  serie  numerica.  Come  si  sa  dall'Algebra,  chia- 
masi somma  della  medesima  il  limite  cui  tende  la  somma  dei 
primi  11  termini  al  crescere  indefinito  di  ?i  e  la  serie  dicesi  con- 
vergente in  un  certo  punto  £c,  se  la  serie  numerica  corrispon- 
dente ad  esso  ha  una  somma  determinata  e  finita. 

Se  la  1)  è  convergente  in  ogni  punto  di  a 6,  si  dirà 

che  essa  lo  è  tutto  l'intervallo,  ed  essendo  in  tal  caso  la  somma 
della  (1)  determinata  e  finita  in  ogni  punto,  sarà  essa  da  ri- 
guardarsi come  una  funzione  della  e. 

Si  indichi  con  aS,,  {x)  la  somma 

S,,  {.!■)  =--  «,  {X)  4-  «.^  {X)  -}       ....     -f  ?f„  {X) 

dei  primi  n  termini:  con  S{x)  la  somma  della  1):  sarà  per 
definizion-e 

S  (,r)  =     Uni.    ò;,  {x). 
n  =  (X> 
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Come  si  sa  :  la  coudizione  necessaria  e  .sufficiente  affinchè  in 
un  punto  X  la  S  (x)  sia  determinata  e  finita^  è  che  il  resto  della 
serie 

Rn  (■^)  =  «H  +  1  i-'')  +  "»  +  2  (3C)  +    •  •  •  • 

tenda  a  zero.,  al  crescere  indefinito  di  n. 

Se  la  1)  è  convergente  in  tutto  l' intervallo,  si  dovrà 
avere  : 

lini.    R,^  (x)  =  0 
«  =  co 

per  ogni  punto  x  che  si  fissi  in  a  ....  b. 

Ora  qui  vi  è  luogo  a  fare  un'  osservazione  essenziale. 

Sia    scelto  un    numero   "j   positivo   piccolo  a  piacere  :    si 

fissi  un  punto  qualsiasi  ,r  ;  esisterà  un  numero  rn  tale  che 
per  n  >  m  sia 

!  ^H  («)  i  <  ^  : 

ma  un  tal  numero  ?n,  tenuto  fìsso  il  o,  può  variare  col  punto 
X  :  0  anche  più  precisamente,  se  fra  tutti  i  numeri  interi  m 
pei  quali  è  verificata  la  precedente  disuguaglianza  si  considera 
il  minimo  che  certamente  esiste,  questo  minimo  sarà  una  fun- 
zione di  X.  Ora  può  avvenire  che  questo  numero  minimo  abbia 
in  tutto  a  ....  6  un  limite  superiore  M  finito  ovvero  un  li- 
mite superiore  infinito  :  nel  primo  caso,  è  evidente  che  per 
ogni  numero  n  >^M  sarà,  per  tutti  i  punti  ./•  di  a b 

cioè,  uno  stesso  indice  n>_M  serve  a  rendere  il  resto  |  A*„ (t) |<[ i, 
qualunque  sia  il  punto  x;  nel  secondo  caso  invece,  mentre 
esiste  pur  sempre  per  ogni  singolo  punto  a-  un  numero  intero 
speciale  w,  che  serve  a  rendere  |  B,^  (x)  <^  a  se  è  n'^  in  ,  non 
ne  esisterà  uno  che  serve  contemporaneamente  per  tutti  i 
punti  .r. 

Quando  esiste  il  numero  M  tale  che    per  n  "^  M  sia    per 
ogni  X 

AuzelA.    -  Voi.   I.  «5 
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si  dice  che  la  serie  è  convergente  in  egual  grado  ovvero  uni- 
formemente in  a....h\  quando  non  esiste,  un  tale  Af,  la  serie 
sarà  solo  convergente  in   ogni  singolo  punto. 

h)  Se  si  ricordano  i  concetti  stabiliti  a  pag.^  108  e  seg.', 
si  vede  che  il  resto  i?,,  {x)  per  un  x  fissato,  diviene  infinite- 
simo al  crescere  di  »  :  dimodoché,  considerando  l'insieme  di 
tutti  i  resti 

^.  i^ù  >  1^>,  (•'•.)  , 

corrispondenti  a  tutti  i  punti  di  a  ....  i,  si  avrebbe  un'infinità 
di  infinitesimi  per  n  crescente  all'  infinito,  e  come  si  sa,  vi  è 
allora  luogo  a  distinguere  se  essi  sono  o  no,  infinitesimi  con- 
vergenti a  zero  in  egual  grado. 

Si  vede  subito  che  il  caso,  dianzi  spiegato,  della  con- 
vergenza in  egual  grado  della  serie,  corrisponde  a  quello  che 
i  soprascritti  resti  siano  tutti  infinitesimi  convergenti  a  zero 
in  egual  grado  al  crescere  di  n. 

Esempio  1°.  La  serie  di  funzioni 


(l_.r)  +  ,;.(l_a,)  +  a;'-(l-a')  + 


nell'intervallo  o 1  non   è  convergente  in  egual  grado.  In- 
vero il  resto  è 

R„  [x)  =  (1  -  J-) .  .7-  ^  ^  j^  __  ^     per  .r  <  1 

=  ic"  + 1  ; 

in  .r  =  1  è  i?^,  (.r)  =  o,  qualunque  sia  n. 

Sia   scelto   a   piccolo    comunque    e   sia    pur   preso   n  qua- 
lunque :  si  troverà  poi  sempre  un  s  positivo  tale  che  sia 

invero,  affinchè  questa  sia,  basta  prendere 

{u  +  1)  log.  (!  —  £)>  log.  o 

cioè 

1 

log.  (1  —i)~;>log.  ^''+"1 
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vale  a  dire 

1 
E  <  1  —  rs  "'+1  . 

2°.  Parimente  nella  serie 
si  ha  il  resto 

ie^^(.T)=(l_;r»+^)cC»+l  +  (1  —./•"+')  J7"  +  2+  .... 

ce  oc 
V    ^n  -r  )■ V    _^.2  n  +  2r 

1  '  1 

j,n-tl  ^in  +  2 


1  X  1  X' 

per  ogni  |  as  j  <<  1 . 
E  ancora 

JC"  +  1  _1_  ajW  +  2 .7;2  "  +  2  jp«  +  1     I     .fti  +  2  ^2  n  +  2  J_ 

"  ^  ^  1  — a?-  1  +  ce  1 — X 

e  si  vede  che,  comunque  grande  sia  fissato  n,  per  x  vicinissimo 
a  1,  si  può  rendere  [  R^  (a?)  |  grande  a  piacere. 
3°.  Sia 

iix  (n-{-l)x      n{n-\-l)x*  —  1 

u„  (^)  =  j  ^-^^.  —  1  +  (,,  _|_  1)*  cr*  ~  •'■  (T+V^T(H-  (n  + 1)*  «') 

Si   ha 

"  ^  ^       1  4-  H*  a-* 


si  osservi  che  è 


Uhi 


dimodoché,  per  ogni  n  comunque  grande,  vi  è  sempre  il  valore 


..r  =  —  pel  quale  non  è 
u 
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se  è  ;  <^  — :  manca  dunque  la  convergenza  uniforme  in  qua- 
lunque intorno  del  punto  x  =  o. 

4.°  Ancora  si  consideri  la  serie 

I  u^^  {x)  =  Ì  y_  2  tv  X  e-  "'■■'"  4-  2  (n  -^  If  x  e-  («  +  'f^"-} 
È 

R^^  ix)  =  —  2n':re-»'^"': 

nel  punto  a-  =  —  ,  R^^  (.r)  ha  il  valore  —  2  n  —  :  epperò  in  pros- 
simità del  punto  x  =  o,  a  misura  che  n  cresce,  si  trovano  sem- 
pre dei  punti  in  cui  7?„  (x)  è  grande  quanto  si  vuole. 

In  ogni  intervallo  che  contenga  il  punto  ;*•  =  0  manca 
dunque  sicuramente  la  convergenza  uniforme. 

e;  Un  criterio  per  riconoscere  la  convergenza  in  ugual 
grado  si  ha  nella  proposizione: 

Se  la  serie  L^  -f-  L^  -|-  ....  -j-  L^  -|-  ... .    dei  limiti  superiori 

dei  valori  assoluti  \  l\^  (x)  |  ,  |  u.,  (x)  j , '  u„  (x)  | è  convergente^ 

allora  la  serie  delle  funzioni 

w,  (.r)  +  te,  (.7;)  +  11.^  (x)  +  ....  +  M„  (.t)  -+-... . 

è  nell  intervallo  a b  convergente  assolutamente  e  uniformemente. 

Invero  è,  per  ogni  punto  ic,  convergente  la  serie  dei  valori 
assoluti 

l«i(3')l  +  h*,(,«')i  +  ....  +  iw,(.r)|  +  .... 

inoltre,  poiché  preso  comunque  piccolo  un  numero  positivo  0, 
si  trova  sempre  un  intero  m  tale  che  per  n  ^  m  è  : 

^n+l  -f-  ^«+2  -f-  •  •  •  •  <C  ^ 

sarà  a  più  forte  ragione 

I  "n+l  (.P)  I  +  I  M«+2  (a?)  I +  •...<  o 
per  tutti  i  punti  x  di  a b. 
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d)  La  convergenza  in  egaal  grado  permette  di  estendere 
alle  somme  di  infinite  funzioni  i  teoremi  stabiliti  per  la  inte- 
grabilità, continuità  e  derivabilità  delle  somme  di  un  numero 
finito  di  termini.  Vediamolo. 

Se  ognuna  delle  u^  (x),  u,  (x)  . . . .  è  sempre  Jinita  e  atta  all'inte- 
grazione in  a h  e  la  serie  : 

S{x)  =  u^{x)-\-u,_(x)-\-.... 

è  ivi  convergente   in  egual  grado,  anche  la  somma  S  (x    sarà  atta 
alV integrazione  in  a ....  b. 
Si  può  scrivere 

e  scelto  n'^  m  in  modo  che  sia,  per  ogni  .'• 

! K (^)  l< ^ 

si  tenga,  per  un  momento,  fisso  un  tale  n.  Si  divida  l' intervallo 

a 6  in  parti  S, ,  6, , . . . . ,  §^  :  indichino  Z>]_5 ,  D2,s ,  D„g  le 

oscillazioni  rispettive  delle  u^  (a?),  m.,  (a?) u.,  (ce)  nel  tratto  o^  : 

quella  di  R.^  (x)  ivi  sarà  al  più  2  a  e  se  è  Z),  l'oscillazione  della 
S{a:),  si  avrà: 

2>,<Z>i,^  +  L',,^  + Z)„.,+  2^ 

e  quindi  : 

111  11 

ma  Ofinuna  delle  somme 


1  1 

se  p   è   abbastanza  grande,  può  rendersi   minore  di   quel   nu- 
mero   che    più    piace,  ad  es.  di  —,  s   piccolo   ad    arbitrio  :  di- 
'■  n 


modochè  resulta  : 


I  £  §,  D  J  <  E  -f  2  a  (6  —  a) 
1 
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£  e  a  essendo    arbitrari,    indipendenti    un    dall'altro,   si   vede 
che  è  verificata  in  a b  la  condizione  d' integrabilità  per  la 

e)  Aggiungiamo    ora    che    nelle   ipotesi   precedenti,  si  ha 
anche 

X  X  X 

I  S{x) dx=  I  11^  [x)dx-\-   I  ?/, {x)dx  -\- 

a  a  a 

cioè  :  V  integrale  della  serie   S  (x),  esteso  ad  un  tratto  qualsiasi  di 

a b,  è  eguale  alla  somma  degli  integrali  dei  termini  di  essa  :  il 

che  costituisce  il  Teorema  dell'  integrazione  per  sevie. 
Dall'  eguaglianza  : 

S{x)  =  S„(^)-{-R,,{x) 
si  ha 

X  X  X 

fS  (x)  =  ^  'fS,  {x)  d  X  +  ^  fR,,  (x)  d  X 

a  a  a 

valida  per  ogni  valore  di  n. 

Si  diano  ad  n  successivamente   valori   crescenti   indefini- 
tamente :  se 

'^         T         T 

sono  dei  numeri  positivi  tendenti  a  zero,  col  crescere  di  n,  a 
cagione  della  convergenza  in  egual  grado,  si   otterrà  via   via 

l^«.(-^)l<^,,       \RnA00)\<O,,       .... 

per  tutti  i  punti  j;  contemporaneamente  e  per  tutti  gii  indici 

via  via  più  grandi  di  >ij,  di  n^, rispettivamente. 

Perciò  anche  l' integrale 

X 

fBA'r)dx 

a 

al  crescere  di  u,  finirà  per  diventare,  e  rimanere  in  valore  as- 
soluto, minore  di  :;,  (6  —  a),  cioè  piccolo  a  piacere. 


à 


SERIE  DI   FUNZIONI.   CONVERGENZA   IN   EGCAL  GRADO,  ETC.       391 


È  dunque  : 

X  X 

fS  (x)dx  =  lim.  \  l 'S,,  ix)dx{ 
ma,  per  ogni  valore  di  n  finito  è  : 

XXX  X 

J  S,^(x)dx  =  J  u^{x)dx-\-J  u,{x)dx-^  ....-^  J  u.^{x)dx, 

a  a  a  a 

quindi,    per    la    definizione    di    somma    di    una    serie,   risulta 
infine  : 

XXX 

I  S{x)dx^=  I  it^{x)dx-\-  j  u,{x)dx-\-  


/)  Se  ognuna -delle  Uj  (x),  u^  (x) è  funzione  continua  nello 

intervallo  a b  e  la  serie 

S (x)  =  u^  {x)  -f-  «2  (^)  ~\-  —  "iì  ' •'''  ~l~ 


è    convergente    in    egual    grado^   la    somma    medesima    S  i^x)  è  pure 
funzione  continua  in  a....b,  il    che    costituisce    la    generalizza- 
zione della  proposizione  (7  :  a  pag.  81). 
Si  può  scrivere  al  solito  : 

S{x)  =  S^{x)  +  R,,{x) 
si  avrà  : 

S{x  +  h)  —  S{x)  =  S,  («^  +  '0  —  8,  ix)  )  +  (/?,,  {X  +  /^)  —  A\.  I  a- ,), 
ma  n  può  essere  scelto  in  modo  da  rendere,  qualunque  sia  x 

I  Rn  (^)  K  - 

e  quindi 

(7?,.(x  +  /0-/e„(.*OI<2.: 

tenuto  poi   fisso   un   tale  »,  per  li  abbastanza   piccolo  si   può 
fare 

I  Sn  (-^  +  ^0  -  '^■,.  U)  \  <  ^ 
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giacché  aS*^  (.?;)  è  una  funzione  continua  :   ne  resulta  : 

I  ^(^  +  /')  -  S{x)  I  <  |_^„  {X  +  h)  -  S,,  (x)  !  + 

il  che  prova  la  continuità  della  S  (x)  in  ogni  punto  x. 

g)  Se  u,  (x)  ,  Uj  (x) ,  sono  funzioni    continue    aventi 

derivate  continue  ?"n  a  .  . . .  b  e  la  serie 

■S{p-:)  =  u^{x)-\-u^{x)^ 

è  ivi  sempre  convergente  mentre  la  serie  delle  derivate 

T{x)  =  u\{x)-{-H.^{T)-\- 

è  convergente  in  egual  grado,  sarà 

T{x)  =  S'(x) 

cioè:  la  serie  delle  derivate  è  la  derivata  della  serie  proposta. 
Si  ha 

XX  X 

j  T(x)d  x==  I  u\  {x)  dx  -\-  j  u\  (x)  dx  -{- 

a  a  a 

=  («,  G^)  —  "i  («))  +  K  (^)  —  ".(«))  + 

=    lim.     l_^<'i(x)  —  Wj(a)+  —  -i-u„{x)  —  u^{d)'^ 
n=  co 

=    lim.     ^(w,(aO  +  ....  +  w,,(^))  — (w,(a)  +  ....4-MH(«))J 
n=  00 

=  S  (x)  —  S  (a) 

quindi  è 

T{x)  =  S'{x) 

in  ogni  punto  x  di  a  —  h. 
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h)  Siano    <«,(•'')    ,    w,  (^Oi  infinite   funzioni   continue 

almeno  in  un  certo  intervallo:  siano 

U^  {x)  =    f  u,  (x  d  .1: 

gli  integrali  indefiniti  ;  la  serie 

u^{x)-^n,{.r)-h  .... 
sia  convergente  in  egiial  grado  :  1'  altra 

U,{x)+l\(x)  +  .... 

sia  convergente  :  allora,  pel  teorema  iDrecedente,  questa  ha 
per  derivata  quella  :  la  serie  degli  integrali  indefiniti^  se  è  conver- 
gente, rappresenta  V  integrale  indefinito  della  serie  data,  siqjposta 
convergente  in  egiial  grado. 

k)  Si  può  dare  della  prop.  g)  una  dimostrazione  indipen- 
dente dal  teorema  relativo  all'  integrazione  per  serie. 

Occorre  dimostrare  che  è 

ii.JJ^±^^:i^=Tix). 

Si  può  scrivere 

h  h  "*" 

m-rp  m-i-p  oo  „ 

^u^{x-^h)  —  lu„(x)       ì:  «,.  (ce -f /«)  —  I  w,.  (a,-) 

+  «i+l                             m+l              I    m+p+l                       m+p+l 
h  + 7, 

Preso  il  solito  a  piccolo  a  piacere,  sia  scelto  per  m  un  nu- 
mero tale  che  per  la  convergenza  uniforme  nella  serie  delle 
derivate  renda 


i:u'„(.r)|<o 

m-l  I 


qualunque  sia  ,/ 
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Allora,  si  può  fissare  un  intorno  del  punto  ;/•  tale  che  per 
X  -\-  h  preso  in  esso  sia 

!""(-  +  ^)-''"'^)-^'»',.(x)j<.. 

1  «  1 

Inoltre,  poiché  è 

m+l   1  "  J         "1  +  1 

dove  p  può  essai"  grande  come  vuoisi,  e  0  è  un  numero  com- 
preso fra  0  e  1  che  è  lo  stesso  per  tutti  i  termini  della  somma- 
toria, resulterà 

'«+P  00  a. 

1  u\,  (x  +  0  h)  =  )L  u\,  (X  +  0  /t)  -  X  u',  (X  +  fJ  h) 
m+l  m  +  l  »n-+p 

in  valore  assoluto  minore  di  2  o,  qualunque  sia  il  punto  x-\-^h 
e  qualunque  sia  p. 

Pel  valore  x  che  si  considera  e  per  ogni  h  fissato,  pren- 
dendo j)  abbastanza  grande,  possono  poi  rendersi,  ognuno  mi- 
nore di  0,  i  due  term  ni 


h  '       ~~h  ■ 

I  due  ultimi  termini  nell'eguaglianza  1)  possono  dunque 
farsi  minori  insieme,  in  valore  assoluto,  di  2  ';. 

Quanto  al  primo,  già  abbiam  detto  che  per  /*  abbastanza 

m 

piccolo  differisce  da  1  «'„(«)  per  meno  di  n:  ma  è 
1 


m+l  \ 


e  perciò  anche 


£  u'^^  (x)      <^  2  0  , 
m+l' 
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quindi  infine 

S  {X  -\-h)  —  S  (x)  _  ^,  u^  (j:  +  li)  —  11,^  (x) 
h  ~T  // 

per  h  abbastanza  piccolo  differisce  da 

1    • 

per  meno  di  60:  e  ciò  prova  il  teorema. 

i)  In  tutte  queste  proposizioni  la  convergenza  in  egual 
grado  è  condizione  sufficiente  per  la  validità  delle  medesime, 
ma  non  necessaria. 

Basta  esaminare  gli  esempi  addotti. 

L'esempio  1°  ci  dà 

SU-)  =  {ì—x)-^  =  l 
1  —  X 

per  ogni  x  dato  dalla  limitazione 

o  <  ce  <^  1. 

E  invece  S(x)  =  o,  per  cc^l:  vi   è  dunque  discontinuità, 
nel  punto  a;  =  1. 
Il  2°  ci  dà 

5(1)  =  0 
mentre  per  |  x  |  <^  l  è 


S{x)  =  lx"  —  lx*-" 
1  1 


X  1 

1  +  .r  ■   1—r 
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epperò,  pur  essendo  S  (r)  finito  per  ogni  .r,  al  tendere  di  que- 
sto a  1  si  ha 

x  =  l 

In  questi  due  esempi  la  mancanza  della  convergenza  uni- 
forme si  accompagna  colla  discontinuità  della  somma  della 
serie;  ma  nel  3°,  nel  quale  pure  manca  la  convergenza  uni- 
forme, la  somma  invece  è  nulla  per  ogni  x  e  quindi  continua. 

Similmente  dicasi  del  4°,  il  quale  però  ci  offre  occasione 
di  osservare  che  se  la  mancanza  della  convergenza  uniforme 
non  toglie  la  continuità,  si  accompagna  però  colla  non  inte- 
grabilità termine  a  termine. 

Nell'esempio  4",  la  somma  dei  primi  n  -[-  1  integrali  è 

s„  (x)  =  ìSj\—2  n'  X  e-  "=■'•■'■'  +  2  (u  -f  1)'  o:  e-  '«  +  ^f^'\'t  d  x 
tir  -ix 

=  \:L- «'»;'_  e- («  +  !)-*' 

0  L  J  X(j  • 

=  e-  ("  +  1)^  Xo"  —  g-  (rt  + 1)-  x" 
si  faccia  a;^  =  o  ;  x  sia  un  valore  qualsiasi  :  resulterà 

lim.  aS„  (ac)  ;=  l  ; 
n  =  00 

che  è  dunque  la  somma  delle  serie  degli  integrali:  mentre  la 
somma  delle  serie  proposta,  essendo  sempre  nulla,  ha  un  inte- 
grale nullo. 

Nell'esempio  3"  poi  avendosi  la  convergenza  uniforme  in 
ogni  intervallo  che  non  contiene  il  punto  zero,  la  serie 

o(  ._^^    f      »«-• {n+l)x     7 

ci  dà  la  derivata  della  serie 

'  (^'  =!.  [27.  '  (1 + "■  ^'»  -  %w+i)  '  <^ + (" + ^)'  ^''J 
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la  cui  somma  è  zero,  giacché,  come  più  innanzi  vedremo,  è  da 
prendersi 


y,.(l+„..,,j=o. 


Ben  s'intende,  per  la  proposizione  [k),  la  S  ix)  è  la  deri- 
vata di  s  (./•)  in  ogni  punto  x  diverso  da  zero. 

Per  trovare  la  derivata  in  a?  =  o  si  applicherà  il  teorema 
a  pag.  161.  ò),  e  si  vede  subito  che  anche  in  questo  punto  la 
derivata  della  s  {x)  è  rappresentata  dal  valore  zero  che  ivi  pure 
ha  la  S  (x). 

l)  E  però  da  notarsi  che  se  le  funzioni  u^  (x)  ,  u^  (x)  — 
sono     tìitte     sempre     positive ,     allora ,    per     la    continuità    della 

ce 

«S(x)=  1 M.,  (x),    dove   le   u^  (x)    sono    continue,    la   convergenza  in 
1 

egual   grado    è    non    solo   succiente,  come    si   è    veduto,    ma    anche 

necessaria. 

Infatti,  il  minimo  numero  m,  pel  quale  in  un  punto  ./•  è 

per  ogni  n  >  m ,  è  determinato,  quando  siano  fissati  -j  e  x  :  se 
si  tien  fisso  un  a,  esso  in  è  dunque  funzione  m  (./•)  della  x  in 

a b.  Come   tale   ammette    un   limite    superiore,    che  vuoisi 

provare  finito.  Sia  x^  il  punto  di  Wejerstrass  relativo  a  questa 
funzione  :  basterà  mostrare  che  per  esso  e  per  tutti  i  punti 
,/'j  4"  ò  di  un  certo  suo  intorno,  serve  un  numero  finito  7U,  a 
rendere 

\  K  {^,  +  ò)\<z 

per  ogni  n  >  m^  . 

Si  determini  il  numero  ?»,  siffatto  che  si  abbia 

e  si  osservi  che  si  può  scomporre 

S{x)  =  S,„^{x)+R,„^{.r) 
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donde 

Del  punto  :t;^  si  trovi  l'intorno  x^  —  s' ^i  +  ^  per  ogni 

punto  3c^-{-  0  del  quale  è 

e  insieme 

I  '^«i,  (-^i  +  ò)  —  S,n^  :>i)  K  3-  7 

dovrà  pur  essere  allora 

I R»H (■^i  +  ^>j  —  ^».. (»; l<  3- 

donde 

l^.«.  0^,-1- S)|<a. 

Ma  se  ciò  è  per  un  certo  numero  m^  altrettanto,  per 
essere  tutti  i  termini  sempre  positivi,  avviene  per  ogni  ?i^  m^. 

Questo  numero  finito  m^ ,  che  serve  per  l' intorno  del 
punto  di  Wejerstrass,  serve,  per  tutto  «  ....  b. 

■XL 

Per  conseguenza  se,  data  una  serie  1  m„  (./;),  si  sa  che   la 

1 

00 

somma  ìl\u^^(x)\  è  una  funzione  continua,  sicuramente  la  pro- 

1 

ce 

posta  I  ?t„  (a;)  sarà  convergente  in  egual  grado. 


Serie  di  potenze. 

2.  a)  Si  dicono,  come  è  noto,  serie  di  potenze  le  serie  ordi- 
nate secondo  le  potenze  ascendenti  della  variabile,  cioè  della 
forma  generale 

1)  rt^  _4- a,  .X  4- a,  aj*  +  ....-f  a„x"  +  .... 
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Tali  serie,  considerate  per  valori  complessi  dei  coefHcieuti 
e  della  variabile,  hanno  grandissima  importanza  nell'Analisi. 

Qui  ci  limitiamo  a  considerare  il  caso  che  «^  ,  «  ,«.,.... 
siano  tutti  reali  e  che  la  x  sia  una  variabile  reale. 

E  evidente  che  per  a;  r^  o  si  riduce  a  n„  e  quindi  è  con- 
vergente. 

Quanto  poi  alla  questione  se  essa  converga  anche  per 
altri  valori  della  variabile,  ha  importanza  essenziale  la  se- 
guente osservazione  :  quella,  cioè,  che  se  e^sistono  dìie  numeri  po- 
sitivi \x'\  e  k  tali  che  tra  i  valori  assoluti 


\  x  \  ,   I  aj  I   \x'  \-, 1  rt_ 


dei  termini  della  serie  ve  ne  è  solo  un  numero  finito,  che  siano 
maggiori  o  uguali  a  k,  certamente  la  serie  è  convergente  assoluta- 
mente per  ogni  valore  x"  per  cui  è  |.r"|   \<Ci\  \oc'\  . 

Infatti  si  potrà    allora  trovare  un    indice  m    tale    che   da 
esso  in  poi  sia  sempre,  cioè  per  n  >  m 


ovvero 


donde 


1^     ^ 


Ji  —  o 


I  x"  |«  <  fc 

I  x"  1"  <  /o .  ì: 


La  serie    il    '— r!     è  convergente  perchè  è    — r  <;  1  ;    lo    è 

n  =  o     35    i  X 

oc 

quindi  anche  1'  altra     I    |  «n  I  •  I  '^"  I"  • 

lì  =o 

In  particolare,  è  verificata  1'  ipotesi  suesposta  in  un 
punto  I  x  !  nel  quale  si  sa  che  la  serie  è  convergente  :  eppcr^ 
la  serie  è  anche  convergente  assolutamente  in  ogni  punto  i  .r  '  i  mi- 
nore di  \x'\;  vale  a  dire,  se  si  conosce  un  punto  [.t'I  di  con- 
vergenza diverso  dallo  zero,  esiste   certo   un  tratto   di  oonvor- 
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genza,  cioè  il  tratto  o '^'|  ?    in    ogni   punto    interno    del 

quale  si  ha  la  convergenza  assoluta. 
Se  poi  in  un  punto  \x'  \  la  serie 

2)  I«ol     +      l«J      \^'\      +     l«2l      !^'r+ 


è  divergente,  esso  lo  è  del  pari  in  ogni  punto  '•  x'"  \  a  destra 
di  |a?'i:  giacche  ciascun  termine  ha  in  \  .r'"  '  un  valore  mag- 
giore che  in  \x']  . 

I  punti  di  convergenza  e  i  punti  di  divergenza  della  2) 
sono  dunque  nettamente  separati. 

Si  consideri  che  vi  sia  per  la  l)  un  tratto  di  convergenza 

0 ':0c''\:  ogni  tratto  contenuto  in  questo  lo  è  similmente:  per 

tutti  questi  tratti  esiste  dunque  un  tratto  o \x'\  che  ne  è 

il  limite  superiore  caratterizzato  da  ciò:  che  se  \x"\  è  un 
punto  qualunque  interno  a  o |ic'|,  in  \  x"  \  si  verifica  la  con- 
vergenza assoluta,  mentre  in  ogni  punto  \x"'^  a  destra  di  \x'\ 
non  si  ha  convergenza  della  serie  1),  giacché,  se  si  avesse,  si 

dovrebbe   averla  anche  in  ogni  punto  del  tratto  \x'\ |a;"'|, 

e  allora  non  sarebbe  più  o |  a;' {  il  tratto  limite  superiore. 

Questo  tratto  o —  \x'\  può  ridursi  al  solo  punto  o  e  an- 
che estendersi  sino  all'  co  :  nel  senso  che  si  verifichi  la  conver- 
genza in  ogni  punto  finito. 

Si  separano  dunque  per  la  1)  i  punti  a  destra  di  zero  in 
due  classi  :  nell'  una  i  punti  di  convergenza,  nell'  altra  quelli 
di  non  convergenza  :  i  quali  per  la  2)  sono  'ptoiti  di  divergenza  ;  il 
confine  è  segnato  da  un  punto  jj?'|,  del  quale,  a  priori,  trat- 
tandosi di  serie  generale,  non  si  può  dire  a  quale  delle  due 
classi  appartenga. 

L'intervallo  — |x'|.  ..  \x'\,  di  cui  ora  si  è  provata  l'esi- 
stenza, e  in  ogni  punto  interno  del  quale  la  serie  converge 
assolutamente  dicesi  intervallo  di  convergenza.  ') 

b)  Si  può  anche  mostrar  subito  che  in  ogni  tratto 
—  (.r'  —  '5). . . .  {x'  —  o)  interno  a  quello  di  convergenza  la  serie 
converge  uniformemente. 


1)  Si  ricordino  le  definizioni  posto  a  pag.  11,   di  serie  convergente,  di' 
vergente  e  indeterminata. 


I 
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Infatti  i  limiti  superiori  dei   valori    assoluti    dei    termini 
dentro  quel  tratto  sono 


l«J  ,  l«il  •  \x  — ò|  ,!«,!•  \x  —'.\\....\aj  |x'  — ei»,.... 

se  è  \x'  —  S  I  ^  I  a?'  —  '5'  I ,  eia  serie 

l«ol  +  |«J  .(x>'— e)+  ....  +iaj.(x'— 6)»+.... 

è  convergente    perchè  il  punto  x — ò  è   interno  all'intervallo 
di  convergenza  — x —  x. 

e)  Come  si  determina  l'intervallo  di  convergenza? 

Occorre  fissare  il  punto  |  x  \  che  separa  le  due  classi  di 
numeri  sopradette. 

Esaminiamo  la  proprietà  caratteristica  per  cui  si  distin- 
guono i  punti  dell'una  dai  punti  dell'altra  classe. 

In  ciascun  punto  \x"  \  a  sinistra  di  |  x  \  avendosi  la  con- 
vergenza assoluta,  fissato  comunque  piccolo  un  numero  k',  si 
trova  sempre  solo  un  numero  finito  di  termini  maggiori  di  k'. 
tra  quelli  della  successione 


"  ì- 


I  :.r"|,|ajy'| 


invece  in  ciascun  punto  ;  x'"    a  destra  di  \x'  \,  preso  comunque 
grande  un  numero  k\  fra  i  termini 


X-    \  ,  \a,\\x 


Il  I» 


, . . . 


ve  ne  sono  sempre  infiniti  maggiori  di  k':  giacche  se  a  destra 
di  \x'\  si  trovasse  un  solo  punto  j.*'"';,  tale  che  per  un  qualche 
numero  positivo  ^',  fra  i  termini  dell'ultima  successione  se  ne 
trovassero  solo  un  numero  finito  di  maggiori  o  uguali  a  k\  ciò 
basterebbe  (a)  per  asserire  che  la  serie  è  assolutamente  con- 
vergente anche  in  tutti  i  punti  interni  del  tratto  [ ./ i |-ì""|, 

incluso  \x\e  allora  non  sarebbe  o \x\  il  vero  intervallo  di 

convergenza,  contro  il  supposto. 

Si  noti  che  la  proprietà  spettante  ai  singoli  punii  .'•  a 
sinistra  di  |  x  |,  quella  cioè,  di  dare  solo  un  numero  finito  di 
termini  delUi  serie   maggiori  di  un  qualsiasi  k'  comunque  pie- 

AlUEUA.  —  Voi.  I.  2e 
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colo,  appartiene  egualmente  ai  punti  di  convergenza  di  una 
serie  qualsiasi  di  fuuzioui 

ma  è  caratteristico  delle  serie  di  potenze  il  fatto  che  dal  verificarsi 
di  siffatta  proprietà  in  un  punto  |.r'|  se  ne  deduce  la  convergenza 
in  ogni  punto  [  oc"  |  a  sinistra  :  come  pure  è  da  notarsi ,  per 
una  serie  di  potenze,  la  proprietà  spettante  ai  punti  \x"'\  a 
destra  di  \x'\:  essa  non  è  affatto  una  conseguenza  necessaria 
della  divergenza  di  una  serie. 

La  proprietà  spettante  ai  punti  \.r"\  e  l'altra  spettante  ai 
punti  \x"'\  ci  danno  subito  modo  di  determinare  il  loro  punto 
preciso  di  separazione. 

Il  punto  I  x'  j  deve  dunque  essere    a   sinistra   di  qualsiasi 

00 

punto  I  x"'  I,  pel  quale  la  serie  1  |  a„  \  \  x"'  {"■    contiene    infiniti 

termini  maggiori  di  k',  numero  positivo  grande  ad  arbitrio  : 
cioè,  se  è  I  x'"  |  ^  |  «'  | ,  dovrà  essere  per  infiniti  valori  n^ ,  n^ ,  n^ , .... 
dell'indice  Ug 

ovvero 

epperò  anche  in  particolare 

1 


>^ 


Se  invece  e  |  x"  |  <;  |  ,/•■  |,  in  \x"\  la  serie  ha  solo  un  numero 
finito  di  termini  maggiori  di  k',  o  anche  di  J  :  cioè,  solo  per  un 
numero  finito  di  valori  n^ ,  ìi^  ,u^,  ....  »^,  è  verificata  la  relazione 

ovvero 

\x"\:>  —^-—  . 
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Da  ciò  deriva  che  in  ogni  intorno  (x  —  e  —  x'  -j- o)  deb- 
bono cadere  infiniti  termini  della  successione 


1 


il  punto  ' ./;'  I  è  dunque  sicuramente  un  punto  limite  di  questa 
successione,  la  quale  potrà  anche  avere  uno,  o  più,  o  infiniti 
punti  limiti. 

Il  punto  j  x  1  poi  deve  essere  quello  tra  questi  che  è  più 
prossimo  a  zero,  giacòhè  solo  per  un  tal  punto  possono  essere 
sodisfatte  le  due  condizioni  imposte  al  punto  \x'  \  :  l'una,  che 
in  ogni  punto  \x"'\  a  destra  di  \x'\  vi  debbono  essere  nella  se- 
rie infiniti  termini  in  valore  assoluto,  maggiori  di  qualsiasi  nu- 
mero assegnabile  e  quindi  anche  di  1;  l'altra,  che  in  ogni 
punto  \  x" \  a  sinistra,  non  ve  ne  possono  invece  essere  se  non 
un  numero  finito. 

Il  vero  intervallo  di  convergenza  è  dunque  quello  da  —  \  x'  ' 
a  \  x  \. 

Verifichiamo  infatti  che  il  punto  \x''\  cosi  definito  come  il 
punto  limite  più  prossimo  a  zero  fra  i  punti  limiti  del  gruppo 
di  numeri 


a) 


v/f 


è  l'estremo  dell'intervallo  di  convergenza. 

Sia  assegnato  un  numero  |  ic"  |  <;  |  oc'  j  :  per  le  proprietà 
stesse  del  punto  ]  x'  \  da  un  certo  m  in  avanti,  per  n  ^  m, 
avremo 

giacché  se  per  infiniti  valori  dell'indice  u  fosse 

-A-<i-"i 

a/|«..I 
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esisterebbe  allora   pei    Jiumeri  a)  ancora  un   punto  limite  più 
prossimo  di  | ./;'  |  a  zero  :  il  che  è  contro  l' ipotesi. 
Si  ha  quindi  da  un  n  in  poi 


donde 


« 1 


«nl<|^",n 


«»lll^"<|-^7|^'    ^"• 


I|a,||x;"<v';^,  "■ 


La  serie  del  secondo  membro  è  convergente  purché  sia 
I  j:;  I  <^|  a;"|  :  lo  è  quindi  anche  la  serie  del  primo  membro  per 
ogni  \x\  preso  a  sinistra  di  |x'  |  :  giacche  comunque  fissato  ivi  un 
punto  1  a;  I  si  può  sempre  prendere  poi  il  punto  | a;"  |  tra  |  a;  |  e  |a;'  |. 

Si  prenda  invece  un  punto  |  x"  | ^  |  .'k' i  :  allora  vi  sono  si- 
curamente infiniti  termini 


<\x"'l 


cioè,  per  infiniti  valori  di  n  è 


"^""^l^^l 


l«nl|-2^i">b^/ 


Se  è  I  .r  I  ^  I  x"'  \ ,  vi  sono  dunque  nella  serie  infiniti 
termini  grandi  a  piacere,  e  essa  non  è  convergente  per 
I  .r  I  ^  I  £c"' I  ;  e  così  non  lo  è  in  alcun  punto  fissato  a  destra 
di  I  x  I. 


SEEIE  DI   POTENZE  40o 


Se  è  \x'\=o,  non  esistono  punti  |  x"  i  a  sinistra  di  la?'! 
e  l'intervallo  di  convergenza  si  riduce  all'unico  punto  zero. 

Se  è  I  ce'  I  =  00  ,  la  serie  è  assolutamente  convergente  in 
ogni  punto  a  distanza  finita  e  l' intervallo  di  convergenza  si 
estende  da  —  od  a  -j-  oo. 

Si  ha  dunque  il  seguente  teorema  di  Cnuchy. 

00 

Data  una  serie  di  potenze  il  «„  x"  si  consideri  la  successione 

o 

"^         |aj  ,  I  VaJ  ,  I  V«.J  .  ••••  |Va„|  •.••; 

sia  a  il  massimo  tra  i  punti  limiti  di  questa  successione,  il  quale  mas- 
simo sempre  esiste  ;')  sarà —  —  V  intervallo  di  convergenza. 

30 

Esempi.  —  Per  la  serie  I  ce"  la  successione  7)  si  riduce  al- 
l' altra 

-         1,1,1,  ....: 

l'intervallo  di  convergenza  è  dunque  quello  da  — 1  a  -|-  1. 

»  .r" 
Per  la  serie  il  r~  ;  la  7)  è 


J.  1^  _1_ 


e  questa  ha  per  unico  punto  limite  il  punto  x  =  0  :  V  inter- 
vallo di  convergenza  comprende  dunque  ogni  valore  finito: 
va  da  —  X   a  -f-  ^  •*) 


*)  L'  asserzione  fatta  qui  si  prova  nul  mo  lo  seguente. 
Se  i  punti  limiti  del  gruppo  1)  sono  in  numero  finito,  la  cosa  è  evidente. 
Se  sono  in  numero  infinito,  essi  formano  alla  loro  volta  un  gruppo  di 
numeri  ('),  pel  quale,  come  si  sa,  sempre  esiste  un  limite  superiore  L'. 

Ora  nel   caso  nostro   il  liniito   superiore  è    certo   uno  dei  uunuri  «lei 

gruppo  v')- 

Se  per  un  momento  si  suppone  che  non  lo  sia,  deriva  da  ciò  che  in  un 
qualsiasi  intorno  a  sinistra  di  L'  deve  cadere  qualcuno  dei  numeri  r')  o 
quindi  anche  infiniti  dei  numeri  r)  :  donde  si  trae  che  L  ò  un  punto  limite 
del  gruppo  v))  e  come  tale  fa  parte  dei  numeri  >■'). 

')  Vedi  nota  2'  in  fino  del  libro. 
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Infine  per  la  serie  1 1  «  .  ce"  l' intervallo  di  convergenza  si 

o 

riduce  all'  unico  punto  x  =  o. 

d)  E  evidente  che  le  due  serie 


o  o 

hanno  lo  stesso  intervallo  di  convergenza 
e)  Le  due  serie 


t>  1 


(fjL  qualunque) 


hanno  pure  lo  stesso  intervallo  di  convergenza  perchè,  essendo 
Uni.    V  m"^  =  1  ,  le  due  successioni 


u=  ce 


V  a. 


|aj    ,    \^^2'^  .  «J    ,    |V3'^  .  a]\ ,  .... 

hanno  gli  stessi  punti  limiti. 

Invero,  sia  a  uno  dei  punti  limiti  a  distanza  finita  della 

prima  successione  :  vuol  dire  che  in  un  intorno  (a — ^....  a-f-^] 

cadono  infiniti  numeri 

I  "l   /  I  I  "2  /  I 

I     V  ^?1,      I       >       I     V  <3f7»,      I  }     .... 

ma  se  n^  è  abbastanza  grande,  sarà 


/««, 


'ìi^"   —  1  i  < 


e  così  dei  termini 


Vn/ 


«n, 


\/»i'  a^ 


ne  cadono  pure  infiniti  dentro  l'intorno  (a  —  s — a -{-=)>  come 
volevasi  dimostrare:  la  reciproca  poi  è  evidente. 
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Se  è  a  infinito,  vi  saranno  anche  nella  seconda  succes- 
sione infiniti  termini  grandi  a  piacere,  e  sarà  quindi  a  un  punto 
limite  anche  per  questa. 

Si  prenda  «j,  =  1:  si  ha,  in  particolare,   per  .x  finito  e  di- 


verso da  zero 


1  1 


e  quindi  la  serie  X?ia„>P"~^  ha  lo  stesso  intervallo  di  convergenza 
1 

della  serie  X  a^^  ir''*. 

o 

00  co 

La  serie  I?irt,,  .r"-^  è  la  serie  delle  derivate  della  )La^,x": 

1  '  o 

questa  serie  di  derivate  è  convergente  in  egual  grado  (pa- 
gina 400)  in  ogni  intervallo  contenuto  nell'intervallo  di  con- 
vergenza :  essa  dunque  (pag.  392)  rappresenta  in  ogni  punto 
interno  la  derivata  della  serie. 

Riassumendo:  Se  S(x)  è  la  somma  di  una  serie  di  potenze, 
avente  un  intervallo  di  convergenza  — a....  a,  in  ogni  punto  x  in- 
terno S(x^  è  continua  e  ammette  le  derivate  di  tutti  gli  ordini,  che 
si  ottengono  derivando  termine  a  termine:  e  inoltre  per  ogni  tratto 
interno  V  integrale  della  S  (x)  è  aguale  alla  serie  degli  integrali, 
f)  Se  due  serie 

f  (x)  =  rt,,  +  «,  «  +  a,  .r*  -f-  —  — 

/i  («)  =  ^'  +  «,'  •^-  +  «/•^''  +  ••••  — 

assumono  valori  determinati  eguali  nei  punti  di  un  gruppo,  che  Ita 
per  jmnto-limite  il  jmnto  x  —  o ,  esse  coincidono  termine  a.  termine. 
Se  è  possibile,  non  sia  a,,  ^^aj ,  ma  invece  a^^  aj .  Si 
ponga  T  =  (1,,  —  «„' :  esisterà  un  intervallo  col  punto  medio  o, 
in  ogni  punto  del  quale  si  avrà 


—  2  </•  (•'')-  "'"^2 
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donde 


^'o  —  I  =  «'o  +  -^-  <f{^) 


fM<^'o  +  ^ 


2 
le  quali  due  mostrano  che  in  ogni  punto  dell'  intervallo  detto  è 

il  ohe  contraddice  all'  ipotesi. 

Deve  dunque  essere  ao  =  aJ.  Per  conseguenza,  nei  punti 
del  gruppo  avranno  valori  eguali  le  due  serie 

«j  X  -\-  a./x-  -\-  . . . .  =  a,'  X  -{-  a^'  X-  -{-  — 

e  quindi  anche  le  altre 

a^  -{-  a„  X  +  —  =  «i'  -I-  a.,'  a?  -f-  — 

sulle    quali    ragionando   come   sulle  primitive  serie   si  ottiene 
a^  -=  a,'  :  e  cosi  via  indefinitamente. 

g)  Si  ponga  x^  x^  -{-  h,  x,,  essendo  un  punto  determi- 
nato interno  all'intervallo  di  convergenza  — 7 —  et.  La  serie 

n^  +  «,  «-fa*  .r'-f .... 
diverrà 

e  h  potrà  qui  avere  tutti  i  valori  pei  ([uali  ./-^  -f  h  rimane  in- 
terno a  —  a  ....  a.  * 
La  serie 

S)  |«J  +  |«,|!|./-J  +  |/iM  +  l«.|lKl  +  2|a?,|.|/i|  +  |/**||-f.... 
avendo  la  convergenza  per  ogni  |  ìi  \  pel  quale  è 

I  /'  1<  ^-  -  I  ^o  I  , 


J 
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si  potrà,  tenuto  fisso  .r„,  per  tali  valori  di  \li\  sciogliere  le  pa- 
rentesi e  raggruppare  i  tonnini  nella  (ò)  in  quelP ordino 
che  si  vorrà  e  cosi  anche  raccogliere  in  un  solo  (|uelli  conte- 
nenti le  stesse  potenze  di  \  h  \  :  dimodoché  risulterà  convergente 
assolutamente  anche  la  serie 

«o  +  ^i  ^o  +  «,  ^'V/  +  .  • .  • 

-I- 

Se  ora  si  pone 

f{x)  =  «„  +  «,  ■''  +  a,^'^  + , 

per  ogni  x  interno  all'  intervallo  —  a  —  a  si  avrà 

/"(^•)  =  2a,-}-2.3a...:-+.... 


e  così  resulterà 

=fM  +  jfM  +  Y^f'M  +  ■ . .  • 

per  ogni  |  /*  |<  a  —  |  x-J . 
Può  scriversi 

e  questa  è  valida  essendo  .r„  un  punto  qualsivoglia  interno  in 
7. et  e  ./•  un  punto  tale  che 

I  •'•  —  a^o  I  +  U'o  l<  «  • 


410  SERIE    DI    POTENZE 


Si  conclude  che  se  f{x)  è  la  somma  di  una  serie 

«0   +   «,    f  +   «2  --f"*   +    •  •  •  . 

nell'intervallo  di  convergenza  —  a  —  a  e  r^  indica  un  jjunto  qualun- 
que interno  a  questo,  per  ogni  punto  :r  del  tratto 

x„  —  (a  —  I  x^  I)  ....  a?„  +  (a  —  \x„\) 

si  ha.  la  sfessa  f{x)  rappresentata  anche  dalla  serie 

h)  È  da  notarsi  che,  se  si  considera  a  se  quest'ultima  serie, 
non  si  potrà  affatto  ritenere  che  il  tratto,  nell'interno  del 
quale  essa  ha  in  ogni  punto  lo  stesso  valore  della  serie  iniziale, 
costituisca  per  essa  il  vero  intervallo  di  convergenza:  poiché 
è  manifesto  che  le  due  .successioni 

3  _ 

possono  avere  punti  limiti,  affatto  differenti. 

Se  è  Xg  =  o,  allora  la  precedente  serie  diviene 

f{o)+   y/(o)+  j' 2/"  (<>)+•••• 

e  questa  coincide  termine  a  termine  colla  serie 

ag  -\-  a^X  -^a,  x^  -f-  — 

Se  in  posfco  di  x,,  si  prende  un  altro  valore  ;r,  interno  a 
—  7. —  a,  si  può  analogamente  considerare  la  serie 


à 
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la  quale  pei  valori  <li  .'■.  nel  tratto 

a-,  —('>■  —  !  33,  !) ^',  +  (7.—  |a?,  I 

ha  pure  per  somma /(>);  ma  non  è  detto  che  il  suo  vero  inter- 
vallo di  convergenza  si  riduca  a  questo  tratto. 

Una  serie  come  la  |i),  o  come  la  7)  dedotta  nel  modo  detto 
da  una  serie  iniziale,  se  ha  un  intervallo  di  convergetiza  che  si 
estende  oltre  quello  di  questa,  dicesi,  che  ne  dà  la  continuazione 
analitica.  Ma  su  ciò  non  possiamo  dilungarci  più  oltre. 

Indicheremo  solo  rapidamente  una  estensione  della  prop. 
g)  (pag.  407). 

le)  Se  due  serie 

%  +  «,  •'■  +  «2  ^•'  +  •  •  •  • 
a) 

ilo  -^  ^'x^  +  «a'-''  "^ 

hanno  valori  uguali  nei  punti  di  un  gruppo  infinito  qualsiasi  con- 
tenuto in  una  parte  0  ....  =  comune  ai  loro  intervalli  di  convergenza  : 
esse  coincidono  termine  a  fermine. 

Sia  Xg  un  punto  limite  del  gruppo  di  che  si  tratta:  si  de- 
ducano da  ciascuna  di  quelle  le  serie  riferite  al  punto  j-^ 

.1,  +  il,  {X  -  x,)  +  A^  (.r  -a;,)*-f  .... 
B,  +  ii.  (X-.0  -\-B^{x-  xr)  4- .... 

esse  avranno  nei  punti  del  gruppo  valori  eguali  perchè  eguali 
a  quelli  delle  rispettive  serie  iniziali. 

Per  la  prop.  g)  (pag.  407):  coincidono  termine  a  termine. 
Se  nel  loro  intervallo  di  convergenza  cade  il  punto  o,  allora 
nell'intorno  di  questo  avrebbero  valori  eguali  le  due  serie 
proposte:  e  cosi  queste  coinciderebbero. 

Se  non  vi  cade,  si  potrà,  rispetto  a  un  punto  .r,  interno 
all'intervallo  di  convergenza  delle  ^j  e  prossimo  quanto  vuoisi 
all'estremo  più  prossimo  al  punto  zero,  dedurre  dalle  ':;)  altre 
due  serie  7)  ohe  coincideranno.  11  loro  intervallo  di  convergenza 
uscirà,  per  una  lunghezza  maggiore  di  una  determinata  quan- 
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tità,  dall'estremo  ora  detto,  perchè  le  due  serie  7)  possono 
anche  riguardarsi  come  dedotte  rispettivamente  dalle  primi- 
tive a). 

Se  il  punto  zero  cade  nei  nuovi  intervalli,  riesce  egual- 
mente provata  l'asserzione:  se  no,  si  procede  analogamente  e 
con  un  numero  finito  di  operazioni  si  perviene  a  due  serie  de- 
dotte nel  cui  intervallo  di  convergenza  cade  lo  zero. 

Aggiungeremo  ancora  : 

Se  si  hanno  due  serie  V  una  dedotta  dalV  altra  rispetto  a  un 
certo  punto  Xq,  e  si  deducono  poi  da  ciascìina  di  esse  altre  due  serie 
rispetto  a  u)io  stèsso  pimto  :i\  ,  interno  ai  dtie  intervalli  di  conver- 
genza^ queste  coincidono:  giacche  nell'intorno  di  ce,  debbono 
avere  valori  eguali  rispettivamente  a  quelli  della  serie  iniziale 
o  della  serie  dedotta  da  essa  rispetto  al  punto  a?,/  e  nell'intorno 
di  3r^  la  serie  ivi  dedotta  ha  gli  stessi  valori  della  serie  iniziale. 
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XVI. 


Serie  di  Taylor  e  di  Mac  Laurin 


1.  a)  Sia/(.r)  una  funzione  finita  e  continua  in  o?^ 'n-j-^'; 

f(x)   f"{x)....\e    sue   derivate  successive    di    tutti  gli    ordini: 

ognuna  pure  finita  e  continua  in  x,, r,, -\-  h,  escluso  al  ])iù 

l'estremo  x^-^-  h. 

Si  potrà  ad  una  tale  funzione  applicare  la  formula  abbre- 
viata del  Taylor  (pag.  350) 

spingendo  in  essa  il  numero  n  a  valori  grandi  a  piacere. 

Contemporaneamente  si  può  scrivere  lo  sviluppo  in  serie: 

'^)    jV'o)  +  J  /■  i-rn)  4-  ^'^2^"'M + •  •  • .  [';;/"'  (-To) + . .  • . 

che,  come  vedesi,  procedo  per  le  potenze  ascendenti  di  ìi  e  ha 
per  coefficienti  i  valori 

/(./■„)  ,  f'i-O  ,/"i-0..-- 

che,  per  ipotesi,  sono  tutti  deteruiinati  e  finiti. 

Esaminiamo  se  la  serie  2}  è  convergente  e  (puile  no  sia 
la  somma. 
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La  somma  dei  primi  n  termini  in  essa  è  : 

h  /i<"-*) 

B)       s,,  (x)  =/(r,) + y  /  («  o)  +  •  • . .  ^_  1  /^"-^^  M  ; 

ora  dalla  (1)  si  ha  : 

4)         S„  (x)  =f{x,  4-  h)  -  ^-f"^  {^^o  +  G  h)  ; 


formula  valida  per  ogni  valore  di  n. 

Si  faccia  qui  crescere  n  indefinitamente.  Si  vede  subito 
che:  condizione  necessaria  e  sufficiente  affinchè^  fissato  x^'-j-h  si 
abbia 

lim.  S,,ix)=f  Xo-\-h) 

n  =  CD 

è  che  sia  : 

5)         lim.   |^/(")(.r^_f  fjA)  =  o 
n=  ooIJ! 

cioè,  se  si  vuol  scrivere  : 

6)  f{Xo  4-  h)  =f{x,)  +  ^-  /' (;/ ,)  +  ^^* ^Z" M  +  ••••  + 

occorre  che  sia  soddisfatta  la  condizione  precedente. 

In  tale  caso  si  dice  che  la  funzione  /"(ce),  pel  valore  x^A-h, 
è  sviluppabile  in  Serie  di  Taylor  riferita  al  punto  ./o,  nel  quale 
come  vedesi,  sono  calcolati  i  coefficienti. 

La  (quantità: 

rappresenta,  come  resulta  dal  confronto   della  1)  e  della  6)  la 
somma 

],n  hn+l 

il  restò  cioè  della  serie  2\ 
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Chiamasi,  d'altra  parte,  così  anche  se  solamente  è  valida 
la  formula  abbreviata. 

Si  può  dunque  enunciare:  nell'ipotesi  che  la  f'(x)  e  tutte  le 
sue  derivate  di  ogni  ordine^  siano,  ognuna,  finita  e  continua,  in 
x^^ .  .  .  .  Xp  -f-  h,  escluso  al  inii  il  punto  Xq  -j-  h  per  le  derivate,  affin- 
chè pel  valore  x^  -|-  h  valga  lo  svilupjpo  in  serie  di  Taylor  riferito 
al  punto  Xq  è  necessario  e  sufficiente  che  il  resto  della  serie  medesima 
tenda  a  zero  <d  crescere  indefinito  di  n. 

h)  Non  sia 

lim.  J^V'U^  0  +  0/0  =  0- 


Potrà  essere 


lim.'  ~fi^){x^~^f)h)  =  A 


n=c/^ll 


con  A  finito  e  diverso  da  zero;  e  allora  sarà: 

fia^,  +  h)  -  A  =f(x,)  4-  ~f  i-ro)  +  ■•••  +  ^/^">  M  4-  •  •  •  ■ 


cioè  la  serie  di  Taylor,    sarà   convergente,   ma   non   avrà   per 
somma  /(a?^  -|"  ^)- 
e)  Se  poi  è  : 

lim.    f-  f")  (a;,  +  0  h)  =  x 

7i=00    ^— 

/t" 
ovvero,  al  crescere  di  n,  la  quantità  ,— /^"K-^o4"  ^'O   ^^^   tende 

I  " 

ad  alcun  limite,  la  serie  2)  sarà  divergente  e  indeterminata. 
Ponendo  x„  -\-  h  :  -  .»•  la  Lì)  diviene 

0)      /(^)  =fM  +  ■^—  ./'  (^-o)  +  -f 7^^- /'  M  +  . . . . 

Se   per  tutti  i  punti    ./•  di    un    intervallo  a —  b   le /(.r), 
/(if),  /"(aj),....  sono  finito  e  continue,  edclusi  al  più  gli  estremi 
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per  le  derivate  :  se  inoltre,   essendo    x^  un  punto  interno  e  x 
un  altro  punto  qualunque  di  a 6,  sempre  si  ha 


7)  li 


{oc.  —  Xo) 


varrà  la  formula  precedente  per  ogni  punto  .r  di  a....b. 

Si  noti  ohe  la  serie  che  forma  il  secondo  membro  della  G), 
essendo  una  serie  di  potenze  di    r — x^,  avrà  un  intervallo  di 

convergenza  nel  quale  è  contenuto  il  tratto  a he  nei  punti 

di  convergenza  esterni  a  questo  tratto,  se  non  si  verifica  la  7) 
la  somma  della  serie  non  sarà  f{x' . 

Come  abbiamo  spiegato,  dalla  6),  si  può  sempre  dedurre  lo 
sviluppo 

8)       /(-J4-'^~-^*/'K)  +  ^'^|'^^/''K)+  .... 

o-j  essendo  un  altro  punto  qualunque  di  a....  h:  sia  .r,  più 
prossimo  a  b  che  ad  (t:  certo  questa  serie  avrà  per  sorama/(x')  in 
ogni  punto  ;/•  del  tratto  x^  —  (6  —  ccj. ...  6  :  fuori  potrà  ancora 
essere  convergente  ma  non  si  potrà  dire  che  ha  per  somma /(j?) 
se  non  si  verifica  che  anche  pei  punti  x  esterni  a  (juel  tratto  è 


fi 


lùn. 
H=  co  LI 

Se  in  a  —  b  è  contenuto  il  punto  zero  e   per   ogni    x   in 
esso  è 

x" 
Um.    -    -  f^")  (6  X')  =  0 

»=ooliÌ 
allora  si  avrà  in  tutto  a b 

/(•'•)  =  /(0)+y/'(0)-f  ^^"^/"(O)^--- 
che  dicesi,  sviluppo  di  Mac  Laurin. 
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Se  la  coudizione 


lim.    ^-*^— ^i^/(«)  (x,  +  0  {X  -  Xo))  =  0 

ìt=ao       IJ^ 

è  verificata,  comunque  x,-,  e  x  siano  presi  in  «....  b,  allora  si 
potrà  sviluppare  f(x)  colla  formula  6),  prendendo  come  punto 
iniziale  x„  un  qualsivoglia  punto  di  a....h. 

e)  L'esaminare  se  sia  soddisfatta  la  condizione  5)  per  loi 
valore  a*^  -f~  ^'  fissato  richiede  la  conoscenza  precisa  del  nu- 
mero G:  il  quale  dipenderà  in  generale  dalla  natura  della  fun- 
zione/, dal  punto  .r^,  da  h  e  da  u,  e  di  questa  dÌ2)endenza  ci 
è  affatto  ignota  la  forma  generale  :  dimodoché  la  ricerca  della 
validità  dello  sviluppo  6),  per  un  determinato  punto  speciale 
cc„-|-/i,  oflfre  una  difficoltà  generalmente  insormontabile. 

Ma  vi  souo  classi  di  funzioni,  per  le  quali  non  occorre  lo 
esame  anzidetto  per  ogni  singolo  punto  di  un  dato  intervallo: 
si  può  per  esse  mostrare  che  quando  .r,,  -\-  li  è  contenuto  in  un 
certo  intervallo,  sicuramente,  senza  che  occorra  affatto  la  co- 
noscenza precisa  del  0  si  può  dire  che  è  : 

lim.    — /")  (Xo  +  f)  h)  =  0. 

Tali  sono  ad  es.  le  funzioni  f{x)  per  le  quali,  qualunque 
sia  »,  si  ha  : 

!/"(«)  |<^     (rifinito). 

per  tutti  i  punti  ./■  di  un  intervallo  a —  ò,  esclusi  al  più  gli 
estremi. 

Infatti,  se  x„  è  un  punto  qualunque  interno  in  a —  b 
e  a.\,-{-li  pure  un  altro  punto  (jualunque  ivi  si  avrà: 

h"  I      I  h"  I 

i^/">(x.+o/.)L<y^ 

ma  se  è  \h\  finito,  è  sempre 

lini.      ,       =  t>  : 


AuzKi.A.  —  Voi.  I 
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invero  si  può  scrivere 


\h"\^H        II        H       H  H 


n   ~  1  2     ""    s   '  s  -\-  \  n 


ìJ     H 

H  essendo  al  più  h  —  a;  tra  le  frazioni  -r-  ,  -^ , ve  ne  sarà 

JT 

una  che  per  la  prima  è  minore  di  1  :  sia  dessa   — — .-  =  s  <^  1  : 

s  -f-  1 

fi    H  li  r.r  n     -     . 

posto     -  -    —  '-=  B  [Jinito)  sarà 


1    2  ■■'■ 


s 


h"  I 


è  manifesto  che  al  crescere  di  n,  s  e  B  essendo  fìssi,  Bi^"^ 
tende  a  zero.  Rimane  dunque  così  stabilito  che:  se  f(x)  è  una 
funzione,  insieme  con  le  sue  derivate  successive  di  tutti  gli  ordini, 
finita  e  continua  in  tutto  a  ....  b,  e  di  pia  si  ha  ivi  sempre,  per 
ogni  n 

|/(")(a;)|<^     (Sfinito) 

vale  allora  la  formula 

/K  +  /0  =  Y/'W-f  ^/"W-f--. 

essendo  x^  &  x„-\-  h  due  punti  qualunque  in  a.. ..  6:  si  può,  cioè, 
assumere  come  punto  iniziale  un  punto  qualunque  x„  e  pre- 
sentare il  valore  della  funzione  in  un  altro  punto  qualsiasi 
Xo-\-  h  ài  a....h  espresso  per  la  serie  precedente. 

/)  Appartengono  a  questa  classe  ad  es.  le  funzioni,  senx, 
cos  X,  e^  :  giacche  le  loro  derivate  di  qualsiasi  ordine  sono 
sempre,  in  un  intervallo  qualsiasi,  inferiori,  in  valore  assoluto, 
ad  un  numero  Anito. 

Si  potrà  assumere    come    punto    iniziale  il  punto  x=^o  e 
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valersi   della  forinola  di  Mac  Laiirin:    si  avranno  gli  sviluppi 
in  serie  ; 


sen.  .X  =  X  —  —  -f  —  —  -  -  -f  ... 


.  aj*  ce*         ic' 


validi  per  ogni  valore  finito  di  x. 

Dalla  prima  di  queste  si  trae  T  altra,  per  a^  o 


,         ^    ,   xla   ,   (x  laf   , 


che  vale  pure  per  ogni  valore  di  x. 
Di  qui  ancora 

a^  — 1       ,      ,   x.ilaf   ,   x\(laf   , 

.  — ^"^  ^^'^-^  1.2  +  r2:^'  +  ---- 

e  per  essere  la  serie  del  secondo  membro  funzione  continua  di  x 

lim. =  la  : 

x  =  o 


nella  quale,  ponendo  x  =  —  , 


Unì.    z  .{{^  a  —  ì)  =  ìa. 


z  =  co 


g)  Siano  sodisfatte  le  condizioni  perchè  per  tutti  i  punti 
Xo^h  di  un  certo  intorno  {x^  —  ,o  ....  scg-A-ij)  valga  lo  svilup- 
po in  serie  del  Taylor,  ovvero  valga  la  formula  abbreviata, 
spinta  sino  a  un  corto  indico  n. 
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s., 


Si  consideri  la  somma 


dei   primi    u    termini ,    così   nella    prima   come   nella   seconda 
espressione  di  /(cc^  -|-  /<)• 
Si  ponga 

J^n=fi^o  +  h)-  ^/(.ig  +  jf'M  + ....  +  I^^P'-'  w] 

Qual  è  un  limite  superiore  di  \  E^l'^ 

Nelle  ipotesi  nostre  si  potrà  anche  scrivere 

e  quindi 

e  se /•-"  — ^)(^„)  è  differente  da  zero, 

-C/„  ^^ —  *  


■111      '  i 


Sia  a  un  numero  positivo  piccolo  a  piacere  :  si  potrà  as- 
segnare un  numero  positivo  h„  tale  che  per  \h\<^ h^  sia 
sempre 

|/(n-i)(a;^.j_e/,)_/(»-i)(a.,) 


e  COSI 
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La  differenza  \  f  (x^  -[-  li)  —  S„  |  si  imo, prendendo  h  abbastanza 
piccola,  rendere  di  quella  piccolezza  che  si  vuole  rispetto  al  valore 
nsftoluto  deir  ultimo  termine  della  S„  medesima. 

fj)  Per  l'esame  della  validità  della  5)  è  utile  avere  il  resto 
della  serie  anche  sotto  un'altra  forma. 

Suppongasi  che  le/(a>) /<"''*  (x)  siano  finite  e  continue 

in  tutto  .T^ Xo-\-li  e  la  derivata  n    determinata    nei    punti 

interni  tra  x„  e  x^  +  h. 

Potremo  scrivere: 


/(■'•o  +  ^)  =fM  +  \f\u)  + . .  .  +  |;^-i/"-'H«^o)  +  /'-^ P- 


dove  p  e  P  indicano  due  quantità  da  determinarsi.  E  in  luogo 
di  questa  l'altra  : 


Posto  .r^-\-h=^x  si  ottiene: 

-(x-x,rp=o 

Si  consideri  la  funzione  di  z: 
^s  iz)  =f{z)  +  ''-'  .f{z)  +....  +  ^'j^^/'-^H^)  + 

-\-{x-zyp-f{x) 

espressione  che,  come  vedesi,  si  ottiene  mettendo  la  variabile  z 
in  posto  di  .*•„  nel  1"  membro  dell'identità  precedente,  mu- 
tando segno,  e  conservando  inalterati  per  ;>  e  P  i  valori  che 
sndisfano  la  relazione  precedente. 

La  funzione  z  (z)  è  continua  nell'intervallo  a;<,....a,'.  inclusi 
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gli  estremi:  è  nulla  per  z  =  x^,  e  per  z^=x:  ammette  in  ogni 
punto  interno  la  derivata  determinata, 

la  quale  in  un  punto  interno  z  =  a;^  +  6/i,  dove  «(2)  è  massima 
o  minima,  deve  essere  zero  e  si  avrà  quindi: 

■ ,^^_/      /"^  K  +  0  h)  =  p.  hP-^  (1  -  b)P-K  P 

donde  : 

ed  il  p  rimane  qui  ancora  perfettamente  arbitrario.  Ecco  dun- 
que la  nuova  forma  che  noi  troviamo  pel  resto  R^^  nella  for- 
mula di  Taylor: 

Si  può  prendere  p  =  1  e  si  ha  : 

che  è  la  forma  di  Caiicliy. 
Se  si  fa  p  =  n 

^.=|~/'"  (•^•0  +  0/0 

che  è  di  Lagrange  ed  è  già  stata  trovata  con  condizione  meno 
restrittiva. 

//)  Sia/(cc)  ==  (1 -f- •0"*  con  VI  reale,  si  ha: 

/('0(a;)=  w(m  —  1)....  (m  — n-fl)  (1-f  cc)'«-» 
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che  per    ogni  valore  di   ii    è    finita    e    continua    per    x  finito 
e>-l. 

La  serie  di  Mac  Lauriu  per  la  (1  +  ^O'"  è: 

essendo  : 

/m \ m{m  —  1) . . . .  (wi  —  «-["•'•) 

Una  tal  serie  dicesi  Serie  binomiale. 

Il  limite  del  rapporto  del  termine  generale  al  precedente, 
al  crescere  di  71  è  : 


lim.         V  'i  7  7 .        •"i  —  «  +  1 

n=CO/    m     \  00  " 


la  serie  è  dunque  convergente  assolutamente  per  |cc|<^l. 

Limitiamoci  a  considerare  x  nell'intervallo  —  1  —  1. 

Qui  non  si  può  assegnare  un  numero  finito  A ,  del  quale 
per  ogni  valore  di  n  e  per  ogni  .r  interno  a   —  1 —  1  sia  : 

\f-){x)\<A. 

Per  concludere  che  la  serie  di  dianzi  rappresenta  (1  -|-  a;)'" 
per  ogni  x  ora  detto,  non  possiamo  dunque  valerci  dell'osser- 
vazione (e). 

Dobbiamo  ricercare  direttamente  lim.  7?„. 

;i=  00 

Usando  la  forma  del  resto  di  Caucli}-,  abbiamo: 

_  »  {M-l).^.Jmszn+}ì  X".  (1  -  6)-  a  +  e  :.•)-"  = 
1 . 2  ....  (n  —  1} 


_(m-l)(vn-2)....(m-n  +  l)^,._,^^^^.^j^^^^^,_, 


1.2....(h--  1) 


i— 0    "-» 


424  SERIE    DI    TAYLOR    E    DI    MAC    LAURIN 


Ma  è 


(w  — 1  (m  — 2)....(m  — ji+1) 


71=  GO 


1.2....(n— 1) 


perchè  questo    è  il    termine    generale    della   serie    binoraiale, 
quando  in  posto    di  m  si  prenda  m  —  1  :  serie  covergente  per 
I  j- 1  <;  1  come  noi  sappiamo. 
È  poi  (l-)-rjrf-)'»-i<2'«  -1 


/ 1  —  0  Y'-i 


51, 


mx  e  fisso,  ne  resulta:  Um.    i?.^^0. 

In  conseguenza,  qualunque  sia  m  e  per  — l<^rr<^l  vale 
lo  sviluppo  : 


(1 +  «,)'«  =  1 4- 


CO'+CO' 


Per  m  intero  e  positivo,  questo  si  riduce  ad  un  poliuomio 
razionale  ed  intero. 

k)  Alla  serie  di  Taylor  e  così  a  quella  di  71/ac  Laiirin  sono 
applicabili  i  teoremi  generali  dati  per  le  serie  di  potenze. 

In  particolare  ricordiamo  che  la  serie  di  Taylor  è  deriva- 
bile e  integrabile  termine  a  termine;  che  essa  è  unica,  vale  a 
dire  se  la  serie 


/K)+^'-p^./'w+^-'4:l~'^''^-^^^+---- 


rappresenta  una  funzione  f  (x)    in    un  intervallo  a....  h  a  cui 
appartengono  -x  e  aj^,  un'altra  serie 

a„-\- a,  {x~x^)-{- a^Jpc  —  x^f -{-.... 

che  rappresenta  pure /(a?)  coincide  con  la  precedente. 
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Si  avrà  per  x  in  a  ....  b 

X  X  r, 

a  a  a 

Se  quella  che  si  applica  è  la  Formida  di  Mac  Laur'ni  verrà: 
_  ff(x)  dx  =  (X  -  a)  fio)  +  ^3^/  io)  -i-  ^--/"  («)  +  •••• 


e  se  e  a  =  o 

o  '  — 

Questa  forinola,  oltreché  servire  al  calcolo  di  integrali 
definiti,  dei  quali  sarà,  mediante  essa,  sempre  possibile  trovare 
almeno  un  valore  approssimato  a  piacere,  può  anche  essere 
utilmente  applicata  a  trovare  gli  sviluppi  in  serie  di  certe  fun- 
zioni. 

Suppongasi  che  di  una  funzione  data/(a;)  si  possa  svilup- 
pare in  serie  di  Mac  Laurin  la  derivata/' (•'")  iii  modo  da  avere 

/  (^0  =/  (0)  +  ~f"  io)  +  1 '^2  ^"'  (^)  +  •  •  •  • 

per  .T  in  un  certo  intervallo  che  contiene  il  punto  x  =  o.  Se  ne 
dedurrà  : 


•cioè  Io  sviluppo  della  f(.v)  medesima. 
Ad  esempio  dalla 
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valida  per  |  .r  |  <:^  1 ,  si  trae  : 

Zo  </ .  (  1 -f  x)  =  a;  —  |- -|- ^  —  ^ -f- . . .  . 

e  che  avremmo  potuto  ottenere  anche  direttamente.  Associando 
questa  con  l'altra 

si  ha 

<l4-:)-^fT+i+iv...] 

l  -X-  X 

per  ogni  x  tra  —  1  e  -j-lj  ^  il  quoziente  :j-^^—  può,  pera; va- 
riabile nell'intervallo,  —  1<^.ì:;<^ì,  assumere   qualunque  va- 
lore positivo. 
Se  si  pone 

r— ' —  =  — ■ —      («  >  0) 
1  — X  a  ^    ^     ' 

si  avrà 


2a4-a 
e  la  precedente  diviene 

con  z  tale  che  sia  |s|<^|2rt-j-2:|. 
Ancora,  per  |  a?  |  <^  1 

(1  +  .t')-»  =  ^-1_^  =  1  _  ^*  4_  ^^ ._  ^« . 


se  ne  deduce 


are.  tang.  x  =  x  — --~\--^— j-{-.. 
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Per  3?  =  1 ,  questa  dà 


1-1+i-    ... 


che  può  servire  di  calcolo  dei  valori  approssimati  di  z. 

Osservazione.  —  Dei  numeri  e  e  r,  in  questi  ultimi  tempi 
da  Hermite  e  da  Lindemann  rispettivamente,  è  stato  dimostrato 
che  non  sono  radici  di  alcuna  equazione  algebrica  a  coefficienti 
razionali  :  dal  che  discende,  come  conseguenza  particolare,  la 
impossibilità  di  costruire,  mediante  rette  e  circoli,  un  quadrato 
equivalente  a  un  cerchio. 


E  per  |.r|<l     ,     (1  -  .r)     "  = 


v/1— \r* 


1     ,   ,    1.3.  1.3.5  1.3.6.7 


2.4 


2.4.6 


2.4.6.8 


donde  : 


are.  sen.  x=x  ^ 


x^         1 . 3  a;'" 
2T"3  +  274"5  + 


Come  altra  applicazione  della  integrazione  per  serie,  determi- 
niamo anche  la  lunghezza  di  un  arco  di  ellisse. 

Si    consideri    l' equazione    dell'  ellisse    (semi-ellisse    supe- 
riore) 


y  =  —v   a  —  ;r 


/or  —  e*  X* 


=  n  J\^\  —  e*  seìC  z  .  <1  'f 


Fiy.  23. 
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Ma,  essendo  e  <^  1  si  ha  : 

i_ 

~^  1    ,        , 

(1  —  e'''  senr  'f  )  =1 ^  &"  sen:  'f 


A  1 

'2  "T 


e  seu. 


Jl  1  A  A  " 

2  •  4  •  6  ■  8  ^'  ^^""  ^' 


e  la  serie  è  convergente  in  egual  grado  per  t  variabile   nel- 
l'intervallo  o  .  . . .  -^,  si  ha  quindi: 

f  1        .       r  .  7  1        1        '.       /*  4  7  1 

s  (-)  =  a  ;  '£ —  e'   I  sen,  'f  d  'f o  •'T  *^     /  •^^'*-   'f  ^  'f  •  •  •  •  l  • 


Ora  è 


/■•  ,  COS.    'T    \  ^„  ,  1       «i    1  ,„  n  I 

/  sen.'"-  '£.  d  'Si  = Uen.^'^-^  cp  + ^  sen.'"^  -  -^  ce  -h 

•^  '        '  7)1       )  m  —  2  ' 


m       1 


,     m— 1    m  — 3)       ,„     ,       ,  (7n— 1)  m  — 3  ....3  ) 

'^(m— 2)(m-4)  '^  m— 2    m— 4....2         '^    ' 


+ 


se  7)1  e  pan, 

^CO.9.  'f 


(m  —  1)  (m  —  3) 3  A 

VI  (w  — ~2)TT7T4'72 

(w  —  1)  (w  —  3) ....  2 


C 


m    ''""     ''^  +  ---'+(m-2)(m-4)....3.1 


+  C 


se  7)1  è  dispari. 


Se  si  prende   '^  =  -^  ,  avremo,    essendo    nel    caso    nostro 
sempre  ?»  pari 


{m  —  1)  (m  —  3)  .  .  .  .  3  .  1     ;r 

j  ''''•"  ?  '^  'i  =       7)1  (7)1  -  2)  ....  4  .  2        •  2 
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e  quindi  la  lunghezza  del  4."  di  ellisse: 

^V         /  1    \^       1/13   A^       1/1    3    5   3\' 

_  1/1  3    5    TV        I 

Abbiamo  incontrato  a  pag.  270,  271,  272  dogli  integrali 
che  non  si  possono  esprimere  mediante  un  numero  finito  di 
funzioni  elementari. 

Possiamo  ora  darne  una  espressione  in  serie. 

Si  ha 

J      X  J  I  3    '     5  \ 


X  jc'  X 

r.ì~37|3""*"57r5  "~ 


che  serve  al  calcolo  di  un  integrale  definito  esteso  a  qualsiasi 
intervallo  finito. 
Cosi 

.  ^cos.  X  /  «    l         X        x""  I   j 

/  dx=  /  < ,-77  +  rr  ~ "  -^ 

J      X  -^    tx         2    '     4  \ 


7  "^"  _l ^  

~  2.12  "^4.T4       ■■• 


che  serve  per  qualunque  intervallo   non   contenente  il   punto 
./;  =  0. 

Similmente   per   qualunque  intervallo    non  contenente  il 
punto  X  =  0,  serve 

7-r^^=^-'"+irii+2"!i2+3.i3+-'-- 


430  SERIE  DI  TAYLOR  E  DI  MAC  LAURIN 

Ancora  dalla  relazione 

M 

dove  si  suppone  x  positivo,  si  trae 

l^x^""  dx  =  x-\-  n    rx{l.x)dx-\-~j'x^{l.xfdx-\- ; 

ma  si  ha  (pag.  267  e  268). 

f  cc«.  {l .  'x)P  dx= -f^,'^ ^   /  x"^.  a .  xY  -Kdx 

»'  m  -\- 1  m  -\-  1  *^ 

donde 


e  COSI 


/'          ,               ,       lV(«.cc)        1      x'I 
Jx-^dx  =  x  +  n^^'^ "2  •  "2 ^  + 


+ 

per  H  =  1 


r     ,  .  ^x'ilx)      1    xn  , 


,    Ox'ilxf       2       3  ,,    ,    ,    2     ,7 


+ 


Si  potrebbe  pur  trovare  cosi    / 


dx 
Ix 


NOXA    PRIMA 


La  relazione 


;^    (l  +  d>-l 


lim. 
d  =  o 


d 


M- 


della  pag.  18  può  essere  stabilita  per  via  piìi  breve. 
Si  parta  dalla 

m(x  —  a)  cc'i-i  >  x"^  —  a"'  >  in  (x  —  a)  a'"-i 

per  in  intero  :  siano  inoltre  x  e  a  positivi. 
Sarà  quindi  anche,  per  in  >  7i  e  x  >  a 

X>n — n  —  ((»!— n 

{in  —  n)  xm-"  >  a. 


X'n-n  —  am—n 

(in  —  n^  a>n-n  <  x. 

X —  a 


donde 


{m  —  n)  xm~n,  (ce'»  _  a")  >  ìl  a".  {X^n-n  —  am-n) 

(m  —  n)  am-n.  (ce"  —  a")  <  n x'\  (xm-n  —  a"*-») 

ovvero 

in  x'"'  —  a'"'      m 

—  x"i-n  >    -  „ >  —  a"i-n 

n  x"  —  a         n 

Se  fosse  x  <:  a,  sarebbero  scambiati  i  segni  di  quest'ultima  doppia 
disuguaglianza. 
In  ogni  caso  è 

ce'"  —  a'"       --  /m  m  \ 

-  „         ,,   =  M[  —  X'n~»,       a'"-"  i 
X   —a  \n  n  I 

indicando  M(a,,'i)  un  valore  intermedio  tra  oc  e  ^;  la  relazione   rimane 
vera  anche  se  è  in  <.  n. 
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Si  faccia  ce"  =  ce',  a"  =  a',  resulterà 


m  m 

x'  Il  —  a'  n 

ce'  —  a' 


(VI    , 1       m    , 1  \ 

1  —  ce'  «         ,     —  a'  «         1 


e  se  è  a'  =  1  ,  j.'  =  1  -+-  rf  >  o 

Si  diauo  ad       ,    i    valori  di  uua  successione    avente   per  limite  un 
n 

numero  irrazionale  |).  :  il  1"  membro  avrà  per  limite 

(1  -^d)^  —  l 
d 

Avrà  dunque  un  limite  anche  il  2"  e  sarà  per  un  numero  interme- 
dio tra 

jj.  (1  -I-  rf)!^-i  e  |ji. 

Da  ciò  deriva  manifestamente  che  se  in 

(1  +  d)\>-  —  1 
d 

si  tien  fisso  |i.,  sia  esso  razionale  o  irrazionale  e  si  fa  tendere  d  a  zero, 
il  limite  dev'  essere  ii.. 


NOT^A  SKCONDA 


Alla  pagina  105  va  aggiunta  la  seguente  osservazione  : 

Se  s, ,  6"2,  . . . . ,  s«  . . . .  crescono  verso  il  -^co,  altrettanto  avviene  di 

s,  -f-  s.,  -f-  . .  . .  -4-  % 


Sia  s  un  numero  positivo  comunque  grande. 
Si  ha 

Si  +  .9,,  -4- -H  .V,i  _  (Sj  —  S)  -H  («2  —  S)  -h  •  .  .  .  +  {Sn  —  s) 

n  ~  n 
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Sia  ??,  r  indice  a  partire  dal  quale  è 

»■«,  +  l  —  «  >  0  Sn^  +  2  —  .5  >  0  ....  ; 

Si  avrcà 
■St-i-gg-H -f-  .5,,^  H-g»,+  i-f-.. .  ■  -H  g»,+i>  _     _ 

(■9i  -  -S)  -f-  (Sg  —  .9)  -4- +  (j?H,  —  s) 

71,  H-p  "^ 

(^/?t  +1  —s)-h  (Snj  +  2  —  -y)  -+-  .  •  ^.  -+7  (Sni+p  —  s) 

Il  numeratore  del  primo  termine  del  20  membro  è  negativo  ed  è  fisso, 
se  è  fisso.?:  mentre  il  numeratore  del  secondo  termine  cresce  costante- 
mente e  quanto  si  vuole  col  crescere  di  p  :  il  che  piova  che  il  1"  membro, 
da  un  valore  di  p  in  avanti  si  mantiene  sempre  positivo. 

Poiché  ciò  avviene  qualunque  sia  .s,  cosi  rimane  provata  l'asserzione. 

Si  tratti  di 


a/1.2, 
Si  prenda 


,        "/T— H iog.  1  -f-  log.  2  -f- h-  log.  n 

log.  a/  1 .  2  . .  .  .11  =  — ^ ^ —  ; 


qui  è  perfettamente  applicabile  l'osservazione  precedente:  di  conseguenza 

è  anche 

n 

^"'^-  a/1.2 n  =  co. 

n-~  ce 
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